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1. Num referencial 0.n. Oxyz , ndo representado na figura, considere um solido constituido pelo cubo [ABCDEFGH ]

e pela esfera centrada no ponto Q e que contém o ponto P.

Sabe-se que:

= P éocentro da face [ ABCD] e € o Unico

ponto comum a esfera e ao cubo;

=0 ponto D pertence a recta definida por:

-7 o w X
x=1 A z=0 °
= Uma equagao cartesiana do plano ABC é:
B c
X—y—-2z+1=0 4
4 D
= uma condi¢do que define a esfera é:
X +y?+7°—x-5y-8z+r<0,comreR
G H
F E

N[~
N | o1

1.1. Mostre que Q(

4,

1.2. Mostre que P(2,1,1) e determine o volume do sdlido.

Itens extra:

a) Considere a experiencia aleatoria que consiste em escolher, simultaneamente e ao acaso, trés dos dez pontos assinalados na figura.
Qual ¢ a probabilidade de definirem um plano perpendicular ao plano EFG ?

Apresente o resultado na forma de fracgao irredutivel.

b) Escreva uma equagdo cartesiana do plano ACH .

¢) Escreva uma equag&o cartesiana do plano DEG .
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2. Considere todos os nimeros pares de cinco algarismos que se podem formar com os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8e0.

Quantos destes nimeros tém exactamente dois algarismos 3 e ndo tém mais algarismos repetidos?

3. Sejam (E,9(E),P) um espago de probabilidade e A,B <9 (E) dois acontecimentos possiveis e ndo certos tais

que:

- P(AnB)=P(ANB)

Qual é o valor de P(B)?

[A]

(S RN
[=]
N

[o]

Wk
N |+~

4. Um grupo de amigos constituido por trés raparigas e alguns rapazes vai a um parque aquatico. Numa dada altura do
dia decidem ir todos a maior atracgao do parque, um escorrega com vinte metros de altura em que s6 pode descer uma
pessoa de cada vez.

Sabe-se que se a ordem de descida dos amigos for aleatéria, a probabilidade de as trés raparigas descerem

. .1
consecutivamente & —.
51

O grupo é constituido por quantas pessoas?
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5. Na figura estéo representadas, em referencial 0.n. xOy , uma circunferéncia centrada no ponto A(4, 2) ,arecta BC

earecta AC.

YA

Sabe-se que o ponto C pertence ao eixo OX e que a recta BC ¢ tangente a circunferéncia no ponto B (5, —1) .

Qual &, em graus arredondados as décimas, a inclinagao da recta AC ?

[A] 80,3 108,4°
153,4° [D] 161,6°

6. Sejam (u, ) uma sucessao limitada e (v, ) uma sucessdo convergente e de termos n&o nulos.

Qual das seguintes afirmagdes é necessariamente verdadeira?

Izl a sucessdo de termo geral u, —v, é limitada.

a sucessao de termo geral u, +V, € convergente.

« Uy oo
a sucessao de termo geral — ¢ limitada.
v

n

IE a sucessao de termo geral u, x v, € convergente.
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7. Seja a um nimero real tal que a<3<a’.
Sabe-se que:

= a, 3 e a’ sdo trés termos consecutivos de uma progresséo aritmética de razéo r,
= a e a’ s&o dois termos consecutivos de uma progress&o geométrica ndo monétona de razéo r,

Ln+r

Estude a monotonia da sucess&o (u, ) definida por u, = :
2n+1

8. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z, =2—-3i e z, =re'*, com a €]0,z[ e r>0.

. 3, , . . <A A v .
8.1. Admita que (zz) é um nimero real negativo e que o seu afixo pertence a circunferéncia de raio 8 centrada na

origem.

Em qual das seguintes opgOes esta a representacéo algébrica de z,?

IZ' —1+/3i 1+/3i
\/§+i IE J§+3i

8.2. Admita agora que o afixo de z, tem as coordenadas simétricas e que | z,(1- |)| =1.

= 3 .37
, { ) Z,+(z,) 3%
Escreva na forma trigonométrica o nimero complexo s —Ee 2,

-2—1
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9. Um novo modelo de avido encontra-se em fase de testes de voo. Um desses testes tera a duracdo de duas horas e
meia e sera iniciado as 8h de um certo dia.

Durante o teste serdo realizadas varias verificagdes dos diferentes componentes do avido a diferentes altitudes, sendo
que a sua altitude, em km, é dada, em fungéo do tempo t, em horas, por:

h(t)=tcos(zt)—sen (%thrS ,comte [Og}

Na figura seguinte esta representado, em referencial 0.n. xOy , o grafico da fungdo h.

Q
Rl — - ———— — —
~Y

9.1. Qual foi a taxa média de variagao da altitude do avido durante a terceira meia hora do teste?

& -4 P e ] 1+

9.2. Durante as duas horas e meia do teste existiram dois instantes, t, e t,, tais que passados vinte minutos a altitude
do avido aumentou 80% .

Recorrendo a calculadora gréfica, determine a diferenca entre as altitudes do avido nesses dois instantes.

Na sua resposta deve:
= equacionar o problema;
= reproduzir o(s) grafico(s) que considerar necessario(s) para a resolugéo do problema;
= Assinale as coordenadas dos dois pontos, apresentando abcissas com quatro casas decimais;

= apresente o pedido, em metros, arredondado as unidades.
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10. Considere a fungdo f , de dominio R, tal que sua derivada, também de dominio R* & definida por:
f'(x)=x(Inx-1)-2In*x

10.1. Em qual dos intervalos seguintes & possivel garantir a existéncia de pelo menos um ponto do gréficode f onde
a recta tangente é paralela a recta de equagéo 2y +x=07?

[A] [\/E,e] [e.e? ]
7] Bl [Vo¢]
10.2. Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexdo do seu gréfico.

Na sua resposta deve:
= indicar o(s) intervalo(s) onde o grafico da fung&o tem a concavidade voltada para baixo;
= indicar o(s) intervalo(s) onde o gréafico da fungéo tem a concavidade voltada para cima;

= indicar a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexao.

11. Sejam a e b dois nimeros reais maiores do que 1 tais que log, b = 003
09,

X+1 _a l+1
Determine o conjunto solugéo da inequagao (5) >a (X ] .

Apresente o resultado na forma de intervalo de nimeros reais ou uniéo de intervalo de nimeros reais.
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12. Considere a fungéo g , de dominio R , definida por:

x —sen (3x) © x<0

xIn(x+1)-xIn(x+5)+1 se x>0
12.1. Mostre que a fungdo g é continuaem x=0.

12.2. Sejam A e B os pontos do grafico de g, de abcissas 0 e 1, respectivamente.
Sabe-se que 0 segmento de recta [AB] € uma diagonal de um rectangulo de lados paralelos aos eixos coordenados.

Qual é o perimetro desse rectangulo?

[A] In % In(9e)

In % [D] In(3e?)

12.3. O gréfico de g tem duas assimptotas horizontais.

Determine as suas equacdes.

FIM
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Solucionario
1.2, 3J€(2+97z) LE. a) 29—0 LE. b)) x-y+z=2 LE. ¢) x+y=3
2. C 3. A 4, Dezoito pessoas 5. C
(57
6. A 7. Monétona decrescente 81. B 8.2, ge 4
91. C 92. t,~1,382 et ~1,5106 ; Diferenca entre as altitudes: h(t,)—h(t,)~1,012=1012 m

101. C
10.2 Ograficode f tem aconcavidade voltada para baixo em [1, 4] , tem a concavidade voltada para cima em ]0,1] etema

concavidade voltada para cima em [4,+o[ , tem pontos de inflexdoem x =1 eem x=4.

11. ]—w,—l[u}o,g[

122. B 12.3. AH.. y=0,quando x —>—-o e y=-3,quando X — +oo.
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PROPOSTA DE RESOLUCAO

1.1. Tem-se que:

2 2 2 2
X +y +2° - x-5y-8z+r<0e x° —x+ 1 +y* -5y + o) vgrra <[] 42 spor e
2 2 " \2 2

(z-4)

Portanto, as coordenadas do centro da esfera sdo (

N |~

5 . 15
,—,4 |, 0useja, —,—,41].
2 ) ) Q(z 2 ]

1.2. Tem-se que:

= a esfera é tangente a base superior do cubo no ponto P, isto é, é tangente ao plano ABC no ponto P, pelo que a
recta QP é perpendicular ao plano ABC , sendo P o ponto de intersecgéo entre a recta QP e o plano ABC .

Assim, dado que QP ¢é perpendicular ao plano ABC , um vector normala ABC é um vector director de QP e portanto,

como fi(1,—1,—2) énormala ABC , vem que um vector director de QP ¢ fi(1,—-1,—2), vem que:
15
QP :(x,y,z)=[§,§,4j+k(1,—1,—2), keR

Logo, as coordenadas de um ponto genérico da recta QP séo (% + k,g— k,4- 2kj , ke R, pelo que, substituindo

na equacgdo do plano ABC , vem:

%-rk—(g—kj—2(4—2k)+1=0<:>%+k—g+k—8+4k+1:0<:>6k—9=0<:>6k=9<:>kz%@kzg

3

. 1 3
Logo, a recta QP intersecta o plano ABC num ponto em que k =g , pelo que P(E + 5

2 2 2

P(2,11)
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+V

esfera

= 0 volume do sdélido é dado por V,

cubo

—3 4 —3
=AB +—7zxQP .
3

Assim:

—2 —2 —=2 —2 —2 —\2 —2 —2 —2 —2
*AB +AD =BD < AB +AB =(2DP) < 2AB =4DP < AB =2DP
BD=2DP

O ponto D pertence a recta definida por x=1 A z=0, pelo que D(l, yD,O) e D também pertence a ABC , pelo
que 1-y, -2x0+1=0<y, =2=D(1,2,0).

Logo, DP =J(1-2)" +(2-1) +(0-1) =(-1)° +2* +(~1)" =3 e portanto;

AB"=2DP" & AB’ =2x(V3) < AB =2x3c AB =6 = AB=6= AB’=(\6) =66

AB>0

. @ZJ(%‘ZT +[g_ jz H(4-1) z\/(_gjz +[gjz+32 ZJ%:E&G'O que:

% 27x/f\/__27\/g

4 —3
e portanto —szP =

“ Vi =AB +%ﬁx@3 =616+ 2767 =36(2+97).

Itens Extra:
a) O nimero de casos possiveis € °C,, que é o nimero de maneiras de escolher trés dos dez pontos assinalados.
Os planos perpendiculares a EFG s&o:

- EFG, BCH, ABG e ADE, pelo que para este caso temos 4x ‘C, maneiras distintas de formar um plano
perpendicular a EFG (em cada um destes planos existem quatro pontos, dos quais escolhem-se trés);

= DEG e ACH , pelo que para este caso temos 2 x ( °C, —1) maneiras distintas de formar um plano perpendicular a

EFG (em cada um destes planos existem seis pontos, P e Q pertencem a ambos, dos quais se escolhem trés. No
entanto as escolhas BPD e¢ APC nao formam um plano, dado que os trés pontos s&o colineares)
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Assim, 0 nimero de casos possiveis & 4 x ‘C, +2x ( °C, —1) e a probabilidade pedida é igual a:

4x°C,+2x(°C,-1) 9

C, 20

b) Um vector normal ao plano ACH ¢ PD=D-P =(12,0)~(2,1,1)=(~11-1). Como P(2,1,1) pertence ao
plano ACH , vem que:

ACH : -1(x-2)+1(y-1)-1(z-1)=0 -x+2+y-L -2+ L =0 —x+ y—z=—2<a)x—y+z=2

c) Tem-se que os vectores PD(~11,-1) e fi(1~1,~2) (vector normal a ABC ) s&o dois vectores n&o colineares

paralelos a DEG (emvezde i podemos usar PQ, dado que sao colineares).

Assim, sendo fipes (a,b,¢) um vector normal a DEG , vem que:

fpes -PD =0  [(a,b,c)-(-1,1,-1)=0 fpe -PD=0 [-a+b-c=0 [-c=a-b
= o o = o
fipeg - =0 (a,b,c)-(L-1,-2)=0 a-b-2c=0 a-b-2c=0

Mpgg N =0

—-c=a-b -c=a-b 0O=a-b a=b
= = = =
—-c-2c=0 -3c=0 c=0 c=0

Logo, Mpes (b,b,0), com be R\ {0}, pelo que, fazendo b=1 se tem f ., (1,1,0) e portanto, como D(1,2,0)

pertence ao plano DEG , conclui-se que:
DEG:1(x-1)+1(y-2)-0(z-1)=0<=x-1+y-2=0<x+y=3

2. Como 0s numeros sdo pares, existem cinco possibilidades para a posigao das unidades, 0, 2, 4, 6 e 8. Das
restantes quatro posigdes escolhem-se duas para colocar os dois 3, 0 niimero de maneiras de o fazer é “C, . Para as
restantes duas posicOes escolhnem-se ordenadamente dois dos restantes oito algarismos, 0 nimero de maneiras de 0
fazer é °A, . Logo, temos 5x “C, x *A, possibilidades.

No entanto, a contagem anterior considera o nimero 0 na primeira posi¢ao, pelo que temos de excluir essas hipoteses.
Assim, para a primeira posigao temos apenas uma hipétese, o 0, e para a posigéo das unidades temos quatro hipoteses,
todos os algarismos pares a excepcdo do 0. Das restantes trés posi¢des escolhem-se duas para os dois 3, 0 numero

de maneiras de o fazer é °C, . Para a posic&o que sobra temos 7 hipoteses. Logo, temos 1x °C, x 7 x 4 possibilidades.

Assim, o nimero pedido & 5x ‘C, x °A, —1x °C, x 7x 4 =1596 .
Resposta: C
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3. Tem-se que:

. P(Aml§)=P(KnB)<:>P(A)—W:P(B)—P & P(A)=P(B)

- P(AB)=Z e P(FQE)B)—£® p(anB)-"(B)
- P(K|I§)=—@%=g@ P(AnB) =@@1—P(AUB)=—5(1_6P(B))<:>
P(AUB)=1-P(AUB)
<1-P(A)-P(B)+ P(AmB)z%P(B)4:»1—P(|3)_p(|3)+ P(33)25‘5g(3)

< 6-6P(B)-6P(B)+2P(B)=5-5P(B) < ~10P(B)+5P(B)=5-6

< -5P(B)=-1<P(B)=

gl

Resposta: A

4. Sendo n o nimero de rapazes tem-se que 0 numero de casos possiveis é (n + 3)! , que é 0 numero de maneiras dos

n+3 permutarem nas n+ 3 posi¢des de descida.

Para o0 numero de casos favoraveis comegamos por agrupar as trés raparigas num bloco. Esse bloco e os n rapazes
(que contam como n +1 “pessoas”, dado que o bloco conta como uma pessoa) permutam entre si de (n +1)! maneiras

distintas. Para cada uma destas maneiras as trés raparigas permutam entre si, no bloco, de 3! maneiras distintas.

Logo, o numero de casos favoraveis é (n +1)!>< 3!, pelo que a probabilidade, em fungéo de n, de as trés raparigas

, ] (n+1)!x3!
descerem consecutivamente é dada por ~—————.
(n+3)!
n+1)!x3! I'x6
Poﬂanto,ﬁzi@ M :i<:>6><51=n2+5n+6<:>n2+5n—300=0<:>

(n+3)! 51 (n+3)(n+2) (n+1fl 51

| 53[5 —4x1x(-300)
- 2x1

<n =n=-20 v n=15

Como ne N, vem que n=15, pelo que o grupo é constituido por 15+3 =18 pessoas.
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5. Como a recta BC é tangente a circunferéncia no ponto B, vem que as rectas BC e AB sdo perpendiculares, pelo

que My, =———
AB

Assim, como um vector director de AB é AB =B — A=(5,~1)—(4,2)=(1-3),vem que m,, = _Tg =-3, pelo que

1
mBC :—_—3_

Wl

Logo, BC:yzlx+b e como BeBC ,vemque —1=£x5+b©b=—1—§©b=—§:> BC:yzlx—§
3 3 3 3 3 3
Mas C pertence ao eixo Ox, pelo que C(XC,O) e como B e BC , tem-se:
1 8
O:Exxc—§<:>0:xc—8<:>xc:8:>C(8,0)

Portanto, um vector director darecta AC é AC =C — A= (8,0)—(4,2)=(4,-2), pelo que o declive darecta AC ¢

~ Sendo « ainclinagao darecta AC,vemque tga = —% , pelo que a = arctg[—%j +180°~153,4° .

Resposta: C

6. Tem-se que:

= se (u, ) ¢ limitada, entdo existem m,,M, e R talque m, <u, <M, VneN

Por outro lado, se (vn) é convergente, entdo limitada, pelo que existem m,,M, e R tal que:
m,<v, <M, & -M, <-v, <-m,, VneN

Logo, como u, —v, =u, +(-V,), vem que m, —M, <u, —v, <M, —m,, VneN, pelo que a sucessdo de termo

geral u, —v, é limitada.

Logo, a afirmagdo da opgao A é verdadeira.
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= a afirmagédo da opgéo B ¢é falsa.

Considerando u, =(-1)" e v, =£, tem-se que (u,) é limitada, pois ~1<u <1, VneN e (v,) é convergente,
n

pois v, > 0.

No entanto, a sucessao de termo geral u, +v, ndo é convergente, dado que ndo existe lim(u, +v, ).

De facto, para n par, tem-se lim(u, +vn):lim((—1)n +1jzlim(1+ 1j=1+0=1, e para n impar, tem-se:
n n

lim(u, +v,)= Iim((—l)” +1j = |im(—1+ 1) =-1+0=-1

n n

n - )

- a afirmag&o da opgéo C € falsa. Considerando u, =(-1)" e v, = ! tem-se que :—“ N =(-1)"n.

Assim, para n par tem-se Iim(u—”] = Iim((—l)n n) =lim(n)=+o0, 0 que implica que a sucess&o de termo geral Un
v v

n n

nao é majorada e, portanto, ndo é limitada.

= a afirmagédo da opgdo D é falsa.

Considerando u, =(-1)" e v, =2, tem-se que (v, ) & convergente por ser constante, o seu limite & 2.

2 senénpar
. n ~ ~ 7
Assim, tem-se que u, xV, =(—1) x2= , pelo que a sucessao de termo geral u, xv, ndo é
—2 senéimpar

convergente, dado que para n par se tem lim(u, xv,)=2 epara n impar se tem lim(u, xv,)=-2.

Resposta: A

7. Tem-se que:

» a, 3 e a’ sdo trés termos consecutivos de uma progressao aritmética de razéo r,, pelo que I, = a?-3=3-a,de
onde:

—111112—4><1><(—6)
<a=-3 v a=2

a’-3=3-a=a’+a-6=0<a= =
2x1
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7
A . . " . a
= a e a’ s&o dois termos consecutivos de uma progress&o geométrica de razéo ,, pelo que r, = —-

A

=a.

Como a progressao geométrica é ndo monétona, vem que r, <0, ou seja, a <0, pelo que, como a=-3 v a=2,

conclui-se que a=-3. Portanto, , =a=-3 e r,=a’ ~3=(~3)" ~3=9-3=6.

rnpn+r _-3n+6
2n+1 n+l

Assim, u, =

Finalmente, para estudar a monotonia de (u, ) temos de estudar o sinal de u,,, —u, :

n-

L U _—3(n+1)+6 -3n+6 -3n+3 _3n+6_(—3n+3)(2n+1)—(—3n+6)(2n+3)

"N 2(n+l)+1 20+l 2043 2n+l (2n+3)(2n+1)
6 —3n+6n+3+ 617 +9n-12n-18  3f 36 -15 15
- (2n+3)(2n+1) “(2n+3)(2n+1)  (2n+3)(2n+1)

Como (2n+3)(2n+1)>0, Yne N, vemque u,,, —u, <0, YneN, pelo que (u,) é mondtona decrescente.

8.1. Se o afixo (z,)’ pertence & circunferéncia de raio 8 centrada na origem, entéo ‘(z2 )3‘ =8. Assim, como (z,)’ &

. . 3
um ndmero real negativo, vem que (z,)” =—8. Logo:

r’=8

_g—gi”

(2,)' =8 & (re) =8e" & rle® =ge" o
3a=rn+2kr, keZ

Portanto, r* =8<r=3%8<r=2¢e 30 =r+2kr, keZ@a:%—i—ZkTﬁ, keZ

Como a €]0,7z[ , vem que azg,pelo que z, _2¢'3 :2(c03(%)+isen(%)]:2(l+i?}:lh@i.

Resposta: B

8.2. Tem-se que:

22(1—i)|=1<:>|22|><|l—i|=1<:>|22|><,/12+(—1)2 =1<:>|22|=%
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= 0 afixo de z, tem as coordenadas simétricas, pelo que pertence a bissectriz dos quadrantes pares.

.37
i2%

. , 3
Assim, como & €]0, 7| (é um argumento de z,), vem que o = Tﬁ ,peloque z, =—=e * e portanto:

1
N

1 i?i[ 3 1 3 i(3l><3j 1 igi 1 igl 1 i[8l+£j l i[2ﬂ+£j 1 iz
(22)3:(_6 4} 2[_j g4 — e 4=~ @4 __— gld4)__~ g 4) = p'a_
N2

i)

Entao:

\ 243 1 1i 8+12i+1+i
2+(z) 3% _ ATy 3. 4 3, 9413 -8-4i 3

2 = - = +—=i=
-2—-i* 2 P =iti®=i —2+i 2( ) —2+i 2 —8+4ix—8—4i 2

—72-36i -104i —52i* 3. _ —72-140i +52 +§i _ —20-140i N 3i

(-8)° —(4i)’ 2 64 +16 2 80

20 140. 3. 1 7. 3. 1
i+=i=

Escrevendo —% —%i na forma trigonométrica, vem:

2 2
I 1 D (0 I /i+i: /izﬁ
4 4 4 4 16 16 V16 4
_1
= sendo € um argumento de —%—%i , tem-se que & pertence ao terceiro quadrante e tgé =—‘11 =1, pelo que &
4

V4 5
pode ser —+7z=7.

JAH(z) 3% 1 1. N2
—2-i® 2 4 4 4
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9.1. A terceira meia hora do teste corresponde ao intervalo [1,1+ ﬂ = [1%} pelo que a taxa média de variagéo da

altitude do avido durante a terceira meia hora é dada por:

LG LU U LI
2 2
Tem-se que:
. h@j:gxcos[gnj—sen(%x§]+3:ng—sen(%)+3:0—1+3: 2

: h(l)=1><c05(7r><1)—sen[%ﬁj+3=1x(—1)—sen(%j+3:—1—§+3=2—?

Logo, t.m.v.H =2(h(gj—h(1)j=2>{2—(2—§]]=2{2(—2@?}:2&?:@

‘2
Resposta: C

9.2. Tem-se que durante as duas horas e meia do teste existiram dois instantes, t, e t,, tais que passados vinte minutos

a altitude do avido aumentou 80% , pelo que se pretende determinar os valore de t tais que h(t + lj =1,8h(t) :

= vinte minutos correspondem a % da hora;

= se a altitude do avido aumenta 80% passados vinte minutos de um certo instante t , entao a altitude passa a ser igual

a altitude nesse instante t, dada por h(t), mais 80% dessa altitude, dada por 0,8h(t), ou seja:

h(t)+0,8h(t)=18h(t)

Assim, utilizando as capacidades gréficas da calculadora, define-se y, = h[t+%) ey, =1,8h(t) na janela de

visualizagdo {Og} x[0,8]:
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YA

(1.5106,3.69)

(1.1382,1.

| _ =Y

1
I
1
1
1
:
t

—~Y

 ~11382 t ~1,5106

Tem-se que h(t + %} =1,8h(t) ot=t, v t=t,emque t; 11382 e t, =1,5106, pelo que a diferenga entre as

altitudes é igual a:
7t t,
h(t,)—h(t,)=t,cos(t,z)—sen 3 +3—| t,cos(ty7)—sen 3 +3|~1,012 =1012 metros
10.
1
10.1. Tem-se que 2y+x=0<:>2y=—x<:>y=—5x.

Assim pretende-se encontrar um intervalo em que a recta tangente ao grafico de f num ponto de abcissa pertencente

a esse intervalo tenha declive igual a —% , OU seja, em que f ’(x) = —% )

Afuncdo f' é continuaem R™, por ser a composicao, a diferenca e o produto entre fungdes continuas no seu dominio
(logaritmicas e polinomiais), pelo que o teorema de Bolzano-Cauchy é aplicavel em qualquer intervalo fechado de
numeros reais contidoem R™.

Tem-se que:

- 1(Ve)=Vex(In(\e)-1)-21n*(Ve) | = Jax[g_lj_zx@l_ﬁ_l:f(@)<_1

\/E:egzln(«ﬁg):

1
2

Matematica A | Exame Nacional do Ensino Secundario | Exame Modelo 9 | Proposta de Resolugao | Abril de 2021 | 19



Jorge Penalva | José Carlos Pereira | MathSuccess

- f(e)=ex(In(e)-1)-2In*(e)=ex(1-1)-2x1’ =ex0-2=-2= f(e)<—%

Portanto, tendo em conta o teorema de Bolzano-Cauchy, ndo é possivel garantir a existéncia de uma solugéo da equagao

f'(x)= —% no intervalo [\@,e} .

1
= f(e?)=e?x(In(e?)-1)-2In?(e?)=e’x(2-1)-2x2% =e?> -8~ -0,61= f (e?)<-=
(¢%)=e*x(In(e?) ~1)-2mn*(&*) =e*x(2-1) (&) <3
Portanto, tendo em conta o teorema de Bolzano-Cauchy, ndo é possivel garantir a existéncia de uma solugéo da equagao

f'(x)= —% no intervalo [e,ez] .

. f(Je—s):@(.n(@)_l)_z.nz(@)&_s;:mm Je—sx[g_lj_z{gjls,nj f(&)>-2

N o

Portanto, como f (e2)< —% < f (\/e_5 ) pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a equagéo f’(x) = —% tem pelo menos

uma solugéo no intervalo Jez,\/ef’ [ e, consequentemente, também tem no intervalo [ez,\/ef’ } )

- 1(€) =€ x(In(e*) 1) -2In°(¢*) =€* x(3-1) - 2x 3 = 2¢° ~18~ 22,17 = f(e3)>—%

Portanto, tendo em conta o teorema de Bolzano-Cauchy, ndo ¢ possivel garantir a existéncia de uma solu¢éo da equagéo
f'(x)z—% no intervalo [\/e?,ea]

Resposta: C

10.2. Tem-se que:

- £7(x)=(x(Inx-1)-2In x)' =x'(Inx=1)+x(Inx=1) =2x2Inxx(Inx) =

=1><(Inx—1)+x(1—0j —4Inx><1=Inx—1+z—mzlnx—i+i—4lnx
X

X X X X

~xInx—4Inx _(x—=4)Inx
XX

Como xeR", osinalde f" depende apenas do sinal de (x—4)Inx.
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« f'(x)=0=(x—4)Inx=0 A x£0<(x-4=0 v Inx=0) A x#0<(x=4 v x=1) A x=0

Fazendo um quadro de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades do gréfico de f , vem:

X 0 1 4 +00
X—4 - - - - 0 +
Inx nd. - 0 + + +
f(x) nd. + 0 - 0 +
Gréfico de f nd. W) p.i. M pi. W)

Logo, o gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em [1,4] , tem a concavidade voltada para cima em ]0,1]
e tem a concavidade voltada para cima em [4,+oo[ , tem pontos de inflexao em x=1 eem x=4.
1 log, b 1 o 1

11. Tem-se que log, b = = = =
log,3 log,a log,3 log,a log,3

< log, a=log, 3< a=3, pelo que:

X+1 1 X+1 1
(%) > a_a[;ﬂ] IEN (lj > 3_3(;+l] = (3_2 )M > 37;73 3 37%3 & -2X—2> —g -3

@ 2 _ 2
©§—2X+1>OQM>O®M>
X X X

0

—1+, /12 —4><(—2)><3

Tem-se que —2x* +X+3=0< x= <:>x=§ v x=-1eozerodafungdo y=x é 0.

2><(—2)
Elaborando um quadro de sinal, vem:
X - -1 0 3 o
2
—2x+x+3 — 0 + + + 0 —
X - - — 0 + + +
_ 2
X

= O conjunto solugdo da inequagéo é |—oo, 1| u}O,g[ :
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12.

12.1. Afungdo g é continuaem x=0 se lim g(x)=lim g(x)=g(0).

x—0" x—0"
Tem-se que:

= lim g(x)= Iirq(xln(x+1)—xln(x+5)+1)=0xIn(0+1)—0><In(0+5)+1=0+0+1=1

x—0" Xx—>0

= 9(0)=0xIn(0+1)-0xIn(0+5)+1=0+0+1=1

x—sen(3x) 0 X(l—sen(xgx))

= limg(x)=lim—— = = lim—— < =1im
an*g( ) x>0 e X _1 X—0" e _1 x—0 @~

2x

< lim @ﬂj

—1 x>0 X

. - . sen(3x
:—lxllm _22X x| 1-3x IImL :—lx%x(l—&d):—lx}x(—Z):l
2 x-o0 e -1 x>0~ 3X 2 .. eT-1 2 1
—_— lim
Xx—0"=3x— 0 x—>0" —2X
Limite notavel ,

X—0"=-2x— 0"
Limite notavel

Logo, como XILT g(x)=lim g(x)=g(0)=1, vemque g écontinuaem x=0.

x—0"
12.2. Tem-se que:

=0 ponto A pertence ao grafico de g, pelo que sua a ordenada é dada por g (0) =1.
Logo, A(0,1)

= 0 ponto B pertence ao grafico de g, pelo que a sua ordenada de B ¢é dada por g(l):
g(l):lxIn(1+1)—1xIn(l+5)+1:|n(2)—|n(6)+1:In(%j+l:ln(%)+l:In(l)—ln(3)+1:1—|n(3)
=0

Logo, B(1,1-In(3))
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Consideremos a figura seguinte.

=y

_ 1-n(3)¢
P B

Tem-se que AQ=1e BQ =1—(1— In (3)) =1-1+In(3)=1In(3), pelo que o perimetro do rectangulo é dado por:
2AQ+2BQ=2x1+2In(3)=2+In(3*) = 2+In(3*)=In(e*)+In(9)=In(9*)

2=In(e

Resposta: B

12.3. Quando x — —o:

XIirpoog(x)z Xﬁmw%n_(?’lx) Z lim e_zi(_l—Xlirpw[e_zil_lxsen@x)j = 0-0=0

i)
_y
B = aim—2 = Leim — Y L im Yhim L -
X—>-0 @ -1 ye—oxesx= y—>+o@¥ 1 2 ya+ooey 1_i 2 yo+og!  yoiol—agVY
X—>—00=>Y >+ ey
z_lx 1 1 :—lxix 1 =—£><O><l=0
2 . e 1-g¢® 2 400 1-0 2
lim —
y—ot+o y
—
Limite notavel
: 1 1 1 N e
= lim = =—=0 eafungdo y =sen(3x) ¢ limitada, dado que —1<sen(3x)<1, ¥xe R, pelo

xo-ee 1 @ 1 +oo

que, como o limite de um infinitésimo por uma fungao limitada € 0, vem que lim ( 723 1 X Sen (3x)) =0.
X—>—00 e —

~ Arecta de equagdo y =0 é assimptota horizontal do grafico de g, quando x - —o.
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Quando X > +o0;

(c0-c0)

lim g(x)= lim (xIn(x+1)-xIn(x+5)+1) = 1+ lim (x(ln(x+1)—|n(x+5)))=

X—>+0 X—>+00 X—>+00

“14 tim | x[ [ 25 | =1 gim [0 2L
X—>+0 X+5 X—>+e0 X+5
Limite notavel
X X
X(lJrlj lim (1+1]
= 1+In lim —g —1+In] 228 X2
y=InXx e continua X—>+00
X(HJ lim (1+5]
X X—>+00 X
%/—/

Limite notavel

:1+In(:—:j:1+ In(el’s):1+ In(e’4):1—4:—3

Outra maneira:

st o] 35 o )

Fazendo yzln(l—%j,vem gf=l-——=1-¢do—-= & X=-5+
X+

Se x >+, entdo y=1In (1—%} —In El—ij =In(1-0)=In(1)=0, pelo que o limite fica:
X+

. 4 . .4y . y
1+Iy|g(1)((—5+1_eyjyj=1+lylir(1)(—5y)+llm =1+(-5x0)—4xlim =

y—0] —geY y—0 @Y _]__

y—0 y

Limite notavel

-~ Arecta de equagdo y =—3 é assimptota horizontal do grafico de g, quando X — +o0.

FIM
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