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CADERNO 1

Neste grupo a utilizagao de calculadora grafica é permitida.

Na resposta aos itens de escolha mltipla, seleccione a opgdo correcta. Escreva, na folha de respostas, o nimero do item e a letra que

identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta apresente todos os calculos que tiver de efectuar e todas as justificagdes necessarias. Quando, para

um resultado, ndo € pedida a aproximag&o, apresente sempre o valor exacto.

1.1. 1.2,

P2001/2002 PMC2015

1.1. Seja X uma variavel aleatéria com distribuico normal de valor médio e desvio padréo igual 0,3.
Sabe-se que P(X <2)=P(X >3).

Qual é o valorde P(2,2< X <3,1), arredondado as centésimas?

[A] 0,82 0,84
0,95 [D] 0,98

1.2. Um ponto P desloca-se sobre uma recta numérica durante um intervalo de tempo | de tal forma que a sua abcissa
€ dada por:

x(t)=2sen(2xt)++12cos(27t), tel

Qual é a fase deste oscilador harménico?
T T
nj :
5 11
3 o] =
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2. Na figura esta representado em referencial 0.n. Oxyz a piramide [ ABCDE].

(STRN
=¥

______________________________

E*

Sabe-se que:
- AB(-1,-3,2) e AE(8,-5,0)
= B(L-13) e C(31,7)
2.1.Seja a o plano paralelo ao plano ABC que contém o ponto E .
Mostre que E(lO,—3,1) e que uma equacao cartesiana que define o plano « é 4x—-2y—-z=45.
2.2. Considere a superficie esférica £ centrada no ponto E e tangente ao plano ABC.

Escreva uma condigéo cartesiana que defina a superficie esférica & .

2.3. Tal como sugerido na figura, além dos vértices, estdo também assinalados mais quatro pontos: um sobre a
aresta [ AB], dois sobre a aresta [CD] e um sobre a aresta [CE].

Escolhem-se, simultaneamente e ao acaso, trés desses pontos assinalados.

Qual ¢ a probabilidade de definirem o plano ABC ?

Apresente o resultado na forma de fracgéo irredutivel.
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3. Considere todas as sequéncias que se podem formar com todas as nove letras da palavra CONSOANTE.
Algumas destas sequéncias satisfazem as seguintes condicdes:

= as vogais ocupam posicdes consecutivas;

= 0s dois O ndo ocupam posi¢des consecutivas.

Quantas s&o estas sequéncias?

1440 2160
4320 [D] 8640

4. Entre os funcionarios de uma empresa tecnoldgica alguns séo licenciados em Engenharia Informatica e outros em
Engenharia de Telecomunicagdes.

Sabe-se que:

= 0 nUmero de funcionarios que séo licenciados em pelo menos um destes dois cursos é o quintuplo do numero de
funcionarios que sdo licenciados em Engenharia Informatica;

= entre os funcionarios que néo so licenciados em Engenharia Informatica, quatro em cada onze s&o licenciados
em Engenharia de Telecomunicagdes.

Escolhe-se ao acaso um dos funcionarios desta empresa.

Qual ¢ a probabilidade de ser licenciado em Engenharia Informatica?

Apresente o resultado na forma de percentagem, arredondado as unidades.
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5. Na figura esta representada uma bola suspensa numa mola que oscila verticalmente.

4

d
*

Admita que a disténcia, em centimetros, que a bola se encontra do solo, t segundos ap6s o inicio do movimento
oscilatério € dada pela fungéo d , definida por:

d(t)=3+4e**sen (%) ,comt>0

Durante o quarto segundo do movimento existem exactamente dois instantes tais que passados trés segundos e meio a
distancia da bola ao solo diminui 15% .

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora determine esse instante.
Na sua resposta deve:
= equacionar o problema;

= reproduzir o(s) grafico(s) que considerar necessario(s) para a resolugdo do problema bem como a(s)
coordenada(s) de algum (ou alguns) ponto(s) relevante(s);

= apresentar o instante pedido, em segundos, arredondado as décimas.
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6. Na figura estéo representados em referencial 0.n. xOy, a circunferéncia definida por (x —1)2 +y*=5easrectasr

€S.

Sabe-se que:
= a circunferéncia esta centrada no ponto A e contém o ponto B cuja abcissa é 3 e a ordenada é positiva;
= arecta r é tangente a circunferéncia no ponto B e intersecta o eixo Oy no ponto C ;
= arecta s intersecta o eixo Ox no ponto A e 0 eixo Oy no ponto C .

Qual é, em graus arredondados as unidades, a inclinagdo da recta s ?

[A] 172 116°
980 [D] 92°
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7.Seja (u, ) uma sucessdo de termos positivos tal que:
U,,=U,+6, VneN

Sabe-se que u,, u, e u, s&o trés termos consecutivas de uma progresséo geometrica de razao r,com r e R.

n

rn-1

Estude quando & monotonia a sucessao (v, ) definida por v, =

8. Na figura estao representados no plano complexo os pontos A, B, C, D, P e Q , a circunferéncia centrada na origem

€ que contém o ponto de coordenadas (1, 0) ,earecta r, bissectriz dos quadrantes impares.
4Im(z)

Sabe-se que:
=oponto P pertence a circunferéncia e é o afixo do nimero complexo z,
=oponto Q é o afixo do nimero complexo z,

= as rectas verticais a tracejado s&o paralelas ao eixo imaginario e as rectas horizontais a tracejado sdo paralelas
aos eixo real.

2
. , . z
Qual dos seguintes pontos pode ser o afixo do nimero complexo @ -7,7

[A] A [B] B [c]c [0]

FiM po CADERNO 1
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CADERNO 2

Neste grupo a utilizagao de calculadora grafica ndo é permitida.

Na resposta aos itens de escolha mdiltipla, seleccione a opgdo correcta. Escreva, na folha de respostas, o nimero do item e a letra que
identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta apresente todos os calculos que tiver de efectuar e todas as justificagbes necessarias. Quando, para

um resultado, ndo € pedida a aproximag&o, apresente sempre o valor exacto.

9.1. 9.2.

P2001/2002 PMC2015

9.1. Numa caixa estdo seis bolas indistinguiveis ao tacto, umas numeradas com o nimero 0 e outras numeradas com o
nimero 1.

Considere a experiéncia aleatdria que consiste em extrair, simultaneamente e ao acaso, quatro bolas da caixa e seja X
a variavel aleatoria:

X : «soma dos numeros das quatro bolas extraidas»

Sabe-se que P(X =0) =% :

Qual é o valor médio da variavel aleatoria X ?

2
[ 2 B [ 2 B

w|~

9.2.Seja f uma fungédo de dominio R e contradominio }Oﬂ

Qual é o contradominio da fungao g , de dominio IR , definida por g (x)=6arccos( f (x)-1)—x?

IE |7 27] [37,57]
]37[,57[] IE [7[,27[[
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10. Em C, conjunto dos numeros complexos, considere:

W= 2_i35 B
Y1430

(1-i)’ —4i*®

= W, =cos’ (2a)—sen®(2a ) + 2isen(2a)cos(2a) , com ae}%,;{

. W, . .
Determine « de modo que — seja um numero real negativo.
W2

11.1. 11.2.

P2001/2002 PMC2015

11.1. Num referencial 0.n. Oxyz considere, para a € R\ {0} ,arecta r eoplano g definidos por:

x=1 y+2 1-z
r: = =—
3 a a

e prax—z=2-y

Arecta r eoplano £ séo paralelos.

Qual é o valor a ?
& -4 Bl -2 [c] 2 [ «

11.2. Considere, num referencial 0.n. xOy, a elipse de focos F, e F, pertencentes ao eixo Ox, definida pela equagéo:
d(P, Fl)+d(P, F,)=16
Em que P € um ponto do plano.

Sabe-se que o ponto de coordenadas (4\5 25 ) pertence a elipse.

Qual é a distancia focal?

A 246 ] 2/ ] «45 B
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12. Considere a fun¢do f de dominio R tal que a sua derivada, também de dominio f é dada por:
f'(x)= (x2 + 2x—2)e2’X +(x2 —2X — Z)eX

Mostre que f ”(x) = (x2 —4)(eX —ez’x) e estude afungdo f quanto ao sentido das concavidades e a existéncia de
pontos de inflexdo do seu grafico.

Na sua resposta deve:

= indicar os intervalos onde a o gréfico da fun¢do f tem a concavidade voltada para baixo;
= indicar os intervalos onde a o gréfico da fun¢do f tem a concavidade voltada para cima;

= indicar a(s) abcissa(s) dos pontos de inflexdo do gréficode f .

13. Considere a fun¢do h definida em :l—%,-i-OOI: por;

T
cosx—1)(cosx+1)tgx se ——<x<0

267 —-2+x se x>0

13.1. Considere a sucesséo (u, ) definida por u, = In(n—ﬂj.
n

h(u
Qual é o valor de IimM ?
u

n

[A] -2 [B] -1
[c] 1 [0] 2

13.2. Mostre que a fungdo h tem pelo menos um zero no intervalo [—%,1} .

h(x
Item extra: Determine o valor de lim Q
X

x—0
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13.3. Na figura estéo representados em referencial 0.n. xOy, a circunferéncia trigonométrica e o trapézio [ ABCD] .

XA C
\D
E
O« y
A
B

Sabe-se que:
= 0 ponto E pertence a circunferéncia trigonométrica e ao eixo OXx ;
= 0s pontos A e D pertencem a circunferéncia trigonométrica e sdo simétricos em relagéo ao eixo OX ;
= a recta BC é tangente a circunferéncia trigonométrica no ponto E ;

= 0s pontos B e C s@o simétricos em relagdo ao eixo OX ;

= o é aamplitude em radianos do angulo EOA, com « e }—%,O[

Mostre que a area do trapézio [ ABCD] ¢ dada em fungéo de o por h(«).

14. Sejam a, b e ¢ trés numeros reais maiores do que 1 tais que:
= log,b=4

= log,c=6

Entdo, o valor de log, (ab)4 - Iogb(

%J é:

a6

[a] 2 [] 4 [c] 6 [o] s
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15. Sejam f e g duas fungdes de dominio R* e umarecta r tais que:

f(x)_2ln(e x)+x+1

= g édiferenciavelem R*
= a equagao reduzidadarecta r édaforma y=mx+1,com meR\ {0}

=arecta r é assimptota do grafico de f

=arecta r étangente ao grafico de g num ponto de abcissa a pertencente ao seu dominio;

Qualéovalorde a?

FIM DO CADERNO 2

FIM Do EXAME MODELO 7
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Cotagoes
Caderno 1
1. 8 pontos
2.
2.1. 12 pontos
2.2 13 pontos
12 pontos
3. 8 pontos
4. 12 pontos
5. 12 pontos
6. 8 pontos
7. 12 pontos
8. 8 pontos
Total Caderno1 105 pontos
Caderno 2
9. 8 pontos
10. 12 pontos
1. 8 pontos
12. 12 pontos
13.
13.1. 8 pontos
13.2. 13 pontos
13.3. 13 pontos
14. 8 pontos
15. 12 pontos

Total Caderno2 95 pontos

Total Caderno 1 + Caderno2 200 pontos
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Solucionario
Caderno 1
11. A 12. D
24, (x-10)"+(y+3) +(z-1) =84 23, %
3. B
4. ~ 8%
5. t ~ 3,3 segundos e t ~ 3,8 segundos.
6. C
7. (v,) émondtona crescente.
8. B
Caderno 2
91. B 92. B
10. a:EZ
16
111. A 11.2. C

12. O gréfico da fungdo f tem a concavidade voltada para baixo em ]— oo,—Z] eem [1, 2], tem a concavidade voltada para cima em

[-21] eem[2,+o] etem pontos de inflexdoem x=-2,em x=1 eem x=2.

131. B LE. -1
14. C

1
15. a=—

2
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Site: http://recursos-para-matematica.webnode.pt/

Facebook: https://www.facebook.com/recursos.para.matematica

EXAME MODELO N.° 7

JULHO DE 2019

PROPOSTA DE RESOLUCAO
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CADERNO 1

1.1. Tem-se que:

= P(X <2)=P(X >3), pelo que u=73=2,5

= 0=0,3,peloque u—06=2,5-0,3=2,2e u+20=25+2x0,3=2,5+0,6=31

Portanto:
P(22<X<31)=P(u-o<X<pu+20)=P(u-o<X<u)+P(u<X<u+20)=

_ 0,6827 N 0,9545 ~0,82
2 2
Resposta: A

1.2. Tem-se que:

Zf x cos(Znt)J =

x(t)=2sen(2xt) + 12 cos(27zt) = 2sen(27t) + 2/3cos(27t) = 4 [— xsen(27t)+

fcerelg ()

=cos(7zt—£)
6

:4x£COS(27rt)x§+Sen(27rt)><EJ .

= 4cos(27rt —Zj = 4cos(2;rt —%+ 27r] = 4cos(2;rt + ?j

Logo, a fase desde oscilador harménico é T .
Resposta: D
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2.1. Tem-se que:

- E=A+AE = B+BA+AE=B-AB+AE=(1-13)-(-1-32)+(8,-50)=(10,-31)

A=B+BA
= os vectores AB e BC sdo dois vectores ndo colineares paralelos ao plano ABC e portanto, paralelos ao plano « .

Assim, como BC =C -B=(3,1,7)~(1,-1,3)=(2,2,4) esendo fi, (a,b,c),um vector normal a « , vem que:

i,-AB=0 [(ab,c)(-1-32)=0 [-a-3b+2c=0 (2c=a+3b 2c=a+3b
= = = = =
n,-BC=0 |[(ab,c)(224)=0 2a+2b+4c=0 |a+b+2c=0 |a+b+a+3b=0
2c=a+3b 2c=a+3b (2c=a+3b [2c=-2b+3b [,_P
= = = = = 2
a+b+a+3b=0 (2a+4b=0 [2a=-4b a=-2b a=-2b

Portanto, i, (—Zb, bg) ,com beR\{0}, pelo que, fazendo b =—2, vem que fi, (4,—-2,-1).

Assim, como E(lO,—3,l) , pertence ao plano « , uma sua equagao cartesiana é:
4(x—10)-2(y+3)—(z2-1)=0<=4x-40-2y-6-2+1=0<4x—-2y—-2=45

2.2. Sejam P o ponto onde a esfera é tangente ao plano ABC e r a recta perpendicular ao plano ABC que contém o
ponto E.
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Tem-se que:

= um vector director da recta r € i, (4,—2,—1) (a e ABC s&o paralelos), pelo que, como E pertence a r, uma
equacao vectorial que a define é:

(x,y,2)=(10,-31)+k(4,-2,-1), keR
= uma equacao cartesiana do plano ABC é:
4(x-1)-2(y+1)—(z2-3)=0<=4x-4-2y-2-2+3=0=4x-2y—-2=3
=arecta r intersecta o plano ABC no ponto P, pelo que as suas coordenadas sdo da forma:
P(10+4k,~3-2k,1-k), keR
Como P pertence plano ABC, vem que:

4(10+4k)—2(-3-2k)—(1-k)=3<>40+16k +6+4k -1+ k =3 2lk =—42 <k =-2
Logo, P(10+4x(-2),-3-2x(-2),1+2)=(2,13).

= a medida do raio da superficie esférica & é dada por Hﬁ”

Como EP =P —E=(2,,3)—(10,-3,1)=(~8,4,2), vem que H@“:J(—s)z +424+2% =J64+16+4=+/84
L& (X—lo)z+(y+3)2+(2—1)2=(\/8_4)2<:>(X—10)2+(y+3)2+(2—1)2=84.

2.3. O nimero de casos possiveis € °C,, que é o nimero de maneiras de escolher trés dos nove pontos assinalados
na figura.

Para definir o plano ABC os trés pontos escolhidos tém de pertencer a ABC. Como no plano ABC estao assinalados
sete pontos, comega-se por escolher trés desses sete pontos. O niimero de maneiras de o fazer ¢ 'C, . No entanto, se

escolhermos trés dos quatro pontos da aresta [CD] , 0 nimero de maneiras de o fazer ¢ “C,, e os trés pontos da

aresta [AB], 0 numero de maneiras de o fazer é 3Cg, nao formamos um plano, pois estaremos a escolher pontos

colineares.

Logo, o nimero de casos favoraveis ¢ 'C, —“C, —°C,, pelo que a probabilidade pedida é dada por:

7C3 _4C3 _3(:3 i

°C, 14
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3. Comecemos por agrupar as quatro vogais, 0 A, 0 E e 0s dois O num bloco. Os O nédo podem ficar em posicoes
consecutivas, pelo que podem ser colocados de trés maneiras distintas:

Para cada uma destas maneiras, as restantes duas vogais permutam entre si nas restantes duas posicbes de 2!
maneiras distitnas, pelo que, dentro do bolo, as quatro vogais podem ser colocadas de 3x 2! maneiras distintas.

Como temos também dois N, para cada uma destas maneiras, o bloco e as restantes cinco letras permutam entre si de

6! . -
5 maneiras distintas (o bloco e as restantes cinco letras séo seis elementos a permutar onde dois s&o iguais, os N).

6!
2

De uma outra forma, o bloco e as restantes cinco letras vao ocupar seis posi¢des. Das seis posi¢des escolhem-se
duas para os N. O nimero de maneira de o fazer é 6Cz. Para cada uma destas maneiras, o bloco e as restantes trés
letras distintas, permutam entre si de 4! maneiras distintas.

6!

A

Logo, uma resposta ao problema é 3x 2 3x6!=2160. Outra resposta é 3x2!1x°C, x41=2160.

Resposta: B
4.Sejam | e T os acontecimentos:
| : «o funcionario é licenciado em Engenharia Informatica»

T : «o funcionario é licenciado em Engenharia de Telecomunicagfes»

Do enunciado sabemos que P (I UT)=5P(1) e que P(T|I_)=1il.

Pretende-se determinar P(1).
Tem-se que:
= P(1UT)=5P(1)=P(1)+P(T)-P(1 nT)=5P(1) = P(T)-P(1 nT)=4P(I)

. P(T|I_)=1i1<:>%=lil<:> P(T ml_)z%(ll_)@P(T)—P(l mT)z%(ll_)

=P(T)-P(TAI)
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Portanto, como por um lado P(T)—P(1 nT)=4P(1) e poroutro P(T)—P(l mT)=4P(1I_) , vem que:
4P(I)=%(1I_)i44P(I)=4(1—P(I))c>44P(I)=4—4P(I)<:>48P(I)=4<:> P(I)z%@ P(I)=$

.. A probabilidade do funcionario escolhido de ser licenciado em Engenharia Informatica é % ~8%.

5. Sabemos que durante o quarto segundo de movimento existem dois instantes, t e t,, tais que passados trés
segundos e meio desses instantes, a distancia da bola ao solo diminui 15%.

Tem-se que d(t) ¢ a distancia da bola a0 solo num certo instante t e que d(t+3,5) ¢ a distancia da bola ao solo

trés segundos e meio apds esse instante t .

Assim, pretende-se terminar os instantes t €[3,4] tais que:
d(t+35)=d(t)-0,15d(t)<d(t+3,5)=0,85d(t)
Utilizando o editor de fung@o da calculadora gréfica, definem-se as fungdes y, =d (t +3,5) e y, =0,85d (t):

di

¥y =d(1+33)

¥, =0.85d(7)

o/\/\ 5 ; L 4

¥

Portanto, d(t+3,5)=0,85d(t)<t=t v t=t,,emquet ~33et,~38.

6. Tem-se que:

= 0 ponto B tem abcissa 3 e pertence a circunferéncia, pelo que:
(3-1) ' +y’=5c4+y =5y =loy=tfloy=+1

Como a ordenada de B é positiva, vem que y =1, pelo que B(3,1).
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= as coordenadas do ponto A séo (1,0) e como C pertence ao eixo Oy, a suas coordenadas s&o da forma C(0, . ).

= a recta BC é tangente a circunferéncia no ponto C, pelo que é perpendicular ao raio da circunferéncia no ponto de
tangéncia.

Logo, os vectores BC e BA s&o perpendiculares e portanto BC - BA=0
Como BC=C-B=(0,y.)-(31)=(-3,y. -1) e BA=A-B=(10)—(31)=(~2,-1), vem que:

BC-BA=0<(-3,y. -1):(-2-1)=0=6-y. +1=0= -y, =7 <y, =7=C(0,7)

o

, , — 7— ., . L,
= 0 declive da recta AC é dado por Ye = ¥a _ =—7, pelo que, como o declive é negativo, a sua inclinagéo é:

Xe = Xa -1

o

arctg(—7)+180°~98°
Resposta: C

7. Asucessdo (u, ) é uma progressao aritmética de razéo 6 pois u,,, =u, +6<>u,,, —u, =6, YneN e portanto:
u,=u,+6 e Us =U, +5x6=u, +30

Logo, u,, u, e u, sdo trés termos consecutivos de uma progressao geométrica de razao r,com r € R, vem que:

poYe U
ul u2
Assim:
Yo U U8 WS (), (u+30) e (uf +12u,+36 = () +30u, <
ul u2 ul u1+6 uuiégo 1 1171 1 1 1 1
< -18u, =-36 < u, =2
. u, u+6 2+6
Portanto, o termos geral de (u,) € u, =u, +(n—1)x6=2+6n—6=6n-4 e r=—2= =——=4.

U, u, 2

n u 6n-4
Entdo, v, =—"—= .
rn-1 4n-1

n-

Para estudar a monotonia da sucess@o (v, ), estudamos o sinal de v, ,, —V
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Tem-se:
v v _6(n+1)-4 6n-4 6n+6-4 6n-4 6n+2 6n-4 (6n+2)(4n-1)-(6n-4)(4n+3)
" 4(n+1)-1 4n-1 2n+4-1 4n-1 4n+3 4n-1 (4n+3)(4n-1) -
2417 —6n+8n—2— 24n7 —18n+16n+12 —24N + 240 +10 10
- (4n+3)(4n-1) ~ (4n+3)(4n-1) (4n+3)(4n-1)
Como (4n+3)(4n-1)>0, VneN, vem que v, , —V -1 9, vnen, pelo que a sucess&o

" (4n+3)(4n-1)

(v, ) é mondtona crescente.

8. Observando a figura, conclui-se que o ponto P, afixo de z, pertence a regido do plano complexo definida por:

|z]=1 A 0<Arg(z)<%

L i i T
Portanto, sendo « o argumento principal de z, vem que z, =1e'* =e'“,com O<a < e

Também por observagéo da figura conclui-se que as coordenadas do ponto Q s&o (1,—2) ,peloque z, =1-2i.

i| 2a-Z
2

i(Za) i
e aicel

2 la 2
e
Logo, (Z;) —22=( i”) -(1-2i)==—
e? e?

J -1+2i :cos(Za—%)Hsen(Za—%)—H 2i =

=sen(2a) =—cos(2a)

=sen(2a)—icos(2a) -1+ 2i =sen(2a)-1+i(2—cos(2a))

Tem-se que 0<a<%<:>0<2a<%,peloque:

()
= 0<sen(2a)<le —1<sen(2a)-1<0=-1< Re(%— 22J<0—> elimina Ae D

()
. 0<cos(2a)<1<:>—1<—cos(2a)<0c>1<2—cos(2a)<2:>1<Im{ i —22J<2—> elimina C

2
z
Logo, o afixo de Q — 2, sO pode ser o ponto B.

Resposta: B
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CADERNO 2

9.1. Seja n 0 numero de bolas brancas.

A soma dos numeros das quatro bolas extraidas é zero se as quatro estiverem numeradas com o nimero 0, pelo que:

6C4= C4:> C4:i<:>“C4:1<:>n:4
c, 15 15 15

P(X=0)=

Logo, na caixa estdo quatro bolas numeradas com o nimero 0 e duas com o numero 1, pelo que a soma das quatro
bolas retiradas pode ser 0 (as quatro com o ndmero 0), 1 (trés com o nimero 0 e uma com o nimero 1) ou 2 (duas

com o nimero O e duas com o ndmero 1), ou seja, X = {0,1, 2} . Assim:

4 2 4 2
P(X=0)=—,  P(X =1)=%=% e P(X=2)=%=%
4 4

Portanto, a média da variavel aleatoria X é ¢ =0x % +1x E +2 6_8 12 _20_4

X—=—4—=—=—,
15 15 15 15 15 3
Resposta: B

9.2. Como o contradominio da fungédo f é }Oﬂ ,vemque O< f (x) g% , VxeR, pelo que:

0< f(x)s%©—1< f(x)—1£%—1<:>—1< f(x)—ls—%

Como afungdo y =arccosx é estritamente decrescente no seu dominio, vem que:

~1< f(x)-1< 1o arccos(—ijs arccos( f (x)—1)<arccos(—1) < 27 arccos( f (x)-1)<z <
2 2 — 3

=
2z

3

= ze?ﬂ- <6arccos( f (x)—1) <6 < 4z <6arccos( f (x)-1)<6r

< 4r -z <6arccos( f (x)—1) -7 <6x — 7z < 3z <6arccos( f (x)—1)—z <57

Logo, o contradominio da fungdo g é [37,57] .
Resposta: B
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10. Tem-se que i*° =i“*8><i3=(i4)8><(—i)=18><(—i)=—i e i’ =i’ =1, pelo que
2+i 1-3i P 2~ 6i+i—3i2 o
1-i) (1-1)-4xl=————(1-21+1°)(1-1)-4=

2-i% N3 200
w = " (1—|) -4 —_— X —
1+3i 1430 1+3|
5-5i 1 1. .. . 7 3.
1+9 (1 2 i)( )— :T—'_Z(l )—4=E—E|+2|—2| —4=—§+E|+2=—E+§|

Escrevendo w, na forma trigonométrica, vem:

ISERENE S

=-1,com A e2.°Q, pelo que 0:—%+7z= 1

=sendo @ umargumento de w,, tem-se tgé =

|
N‘wl\)\oo

Como w, =cos? (2a)—sen? (2a) + 2isen (2a:) cos(2a) = cos (4a ) +isen (4a ) = €'““), vem que:

=cos(2x2ar) =isen(2x2a)

Tem-se que — é um nimero real negativo se o seu argumento for da forma 7 + 2k, k € Z, pelo que
W2

7 2krx KeZ

3—7[—405 T+2kr, keZ & -4a = 7[—37+2k7r keZ@a——l——T

Assim:

~sek=0a=-2; ", F [ sse k=—1loa=——
16 16 16 4 16

T 2 77r T }ﬁ{
—& | =T

>
/4 671' 2371' 237w :}72’ [
— ¢ T

T 4_7Z' 157[ 157z :|7T 7Z'|: = se k:_3_)a:—— ,
16 4 16 16

sse k=—2—>a=——
16 4 16 16

157
16
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11.1. Tem-se que:

= um vector director darecta r é f(3, a,—az)
*ax—z=2-y<ax+Yy-—z=2,peloque um vector normal do plano £ é ﬁﬁ(a,l,—l)
Arecta r eoplano S sdo paralelos, pelo que os vectores T e fi, séo perpendiculares, e portanto:
r-i,=0<(3a-a°)(al-1)=0=B8a+a+a’=0c4a+a’ =0
<a(4+a)=0<=a=0 v 4+a=0<a=0 v a=-4

Como aeR\{0},vemque a=—4.

Resposta: A
11.2.Como d(P,F,)+d(P,F,)=16 e d(P,F,)+d(P,F,)=2a (eixo maior), vem que 2a=16 < a=8.

X2 y2 X2 y2
Portanto, a equagéo reduzida da elipse é da forma rm + I le ~ + o =1.

Mas o ponto de coordenadas (4ﬁ , Z\E) pertence a elipse e portanto, substituindo, vem:

2 2
(4V2) +(2\/§) L 16x2 4x5 L 20 120 1 b, . .0
2

64 b? 64 b? b? 2 b 20

Assim, sendo F,(c,0) e F,(—c,0),com c¢>0,vem que:
a?=b%+c? < 64=40+Cc? < c? =24<:gc=ﬁ<:>c=\/22x6 oc=2/6

Logo, a distancia focal € 2c=2x2/6 =46 .
Resposta: C

12. Tem-se que:

4 !

. f"(x):((x2+2x—2)e“) +((x2—2x—2)ex) =

=(x2 +2x—2)’ > +(x2 + 2x—2)(e2‘x)’ +(x2 —2x—2)’ e +(x2 —2x—2)(ex)r
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=(2x+2)e*™* +(x2 +2x—2)(—e2’x)+(2x—2)eX +(x2 —2x—2)eX
=e2’x(2’(+2—x2—2(+2)+ex(2’%—2+x2—2(—2)
=ex(x2 —4)—e2’x(x2 —4)

=(x* —4)(e &)

- f'(x)=0 (X' —4)(e" - )=0 X -4=0 v & - =0=X =4 v &' =" &
SX=%y4 v X=2-XSX=-2 v X=2 v 2X=2
SX=-2 v X=2 v x=1

Fazendo um quadro de varia¢do do sinalde ", vem:

X —00 -2 1 2 +00
x*—4 + 0 < - - 0 +
g —e> —~ - - 0 + + +
9"(x) — 0 + 0 — 0 +
Gréfico de g M p.. U p.. M p.i. U

Portanto, o grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo,—2] eem [1, 2] , tem a concavidade

voltada para cima em [—2,1] eem [2,+oo[ e tem pontos de inflexdoem x=—2,em x=1eem x=2.

13.

13.1. Tem-se que lim(u, )= |im(|n(”T+1D = In(lim(%+%D = In[lim(l+%j]= In(1")=0", pelo que:

. h(u . h(x .2 —24x . 2e*-2 . e r-1
lim ( n)=I|m ( ):Ilm = lim +I|m£=1—2hm =1-2x1=-1
un x—0" X x—>0" X x—0" X x—>0*)(/ x—>0"  —X
%,_J
x—0" =>-x—0"
Limite notavel
Resposta: B
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13.2. Tem-se que:

v ~ . . . ~ , i
= para X€|:—E,0|: a fungdo h é continua pois é a soma e o produto entre fungdes continuas no seu dominio

(fungdes polinomiais e trigonométricas);

=para Xe ]O,+oo[ a fungdo h é continua pois é a soma, o produto e a composicao entre fungdes continuas no seu

dominio (fungdes polinomiais e exponenciais);

=em x=0 afungéo h é continuase limh(x)=limh(x)=h(0):

x—0" x—>0"

= lim h(x) = lim ((cosx—1)(cosx+1)tg x) = (cos(0)—1)(cos(0)+1)tg (0) =(1-1)(1+1)x0 =0

Xx—0" x—0"

= limh(x)=lim (2™ -2+x)=2e"~2+0=2x1-2=0
x—0" x—0"

= h(0)=(cos(0)—1)(cos(0)+1)tg(0)=(1-1)(1+1)x0=0

Logo, a fun¢éo h é continuaem x=0.

.. Afuncédo h é continua em :|—%,+OO‘: , pelo que é continua em [—%,1} c } —%,+OO|:.

. h(1)=26‘1—2+1=z—1.Como 2<e,vemque g<1, pelo que g—1<0 e portanto h(1)<0.
e e e

Assim, como h(—%) e h(l) tém sinais contrarios, pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, a fungdo h tem

. T
pelo menos um zero no intervalo {_?1} .

, nx
 h(x) . (cosx—1)(cosx+1)tgx .. (cos’x—1)tgx ~~ TSEM XX _ —sen?xxsenx
Item extra: lim (3): lim ( ) . )9 = lim ( - ) = lim COSX _ |im - =,
x>0 X X—0" X x—0" X x—0" X x—0" X" COS X
1 sen® x 1 senx )’ senx )’
= lim x lim ——= x lim =—1x lim| lim == | =-1x1®*=-1
x>0 COSX x-0 X cos(0) x>0\ X ko0 x>0 X

Limite notavel
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13.3. Consideremos a seguinte figura, em que F é o ponto de intersecgéo do lado [AD] com o eixo Ox :

A
B
A érea do trapézio [ ABCD] é dada por @xﬁ.
Mas AD =2AF , BC =2BE e EF =1-OF, pelo que:
Auoco = A1BC g 2P 258 (4 GF ) (AF + BE)(1-OF

As coordenadas do ponto A sdo (cosa,sena), com cosa >0 e sena <0, e as do ponto B sdo (1,tge), com

tga <0.Assim, AF =—sena, BE=—tga e OF =cosa e portanto:

= oo\ A= sena
A recol =(AF + BE)(l—OF):(—sena—tg a)(1-cosa) =(—sena—@J(1—cos(1) =

sena  sena
=—Sena +SenaCosa — —— + X COSTL

cosa  cosa

sena
= —seffa +SeNaCoSa — —— +
cosa

1 cos’a—1) sena,
—sena| cosa ——— |=sena - (cos a—l):
cosa cosa cosa

=tga(cos’ a—1)=(cosa —1)(cosa +1)tga =h(a), com ar e }—%,O[
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14. Tem-se que:

. Iogab=4<:>M

=4
log, a

1
=4<log,a==
log, a
* log,c=6<c=a°

Portanto:

3 3/ A6
log, (ab)* — log, {%J =4log, (ab)-log, (a—\/{j =4(log, a+log, b)—log, [

=4><G+1j—logb[:—:j=/‘fX%—|09b(a—14j

=N
—_
o] o}
[} N
R
o
AV & 4
Il

=5-log, (a*)=5+4log, a=5+4x%:5+1=6
Resposta: C
15. Tem-se que:
= 0 declive da recta r, assimptota do grafico de f , é dado por:

2

Inx x| q1_X In x

2In(e* =x? )+ —=+1 2'”(‘9 [1 XD kil
m=|im¥=lim ( ) X ¢

] ] 1
= lim + lim X+ lim ==
X X—>+00 X

X—>+0 ¥
2 2
2In(e*)+2In|1- %, 2In[1-%
. e _Inx 1 . 2X . e _Inx .1
= lim + lim —+—=lim —+ lim + lim —x lim =+0
X—>+00 X X—>+0 X +w X—>+0 X X—>+0 X X—>+00 X >(~>+OOX
Limite notavel
2
2In£1— lim X] . 2In(1-0) () )
X—>+ooe n — n
=2+ - +0x—=24+——24+0x0=24+—"~L=2+—=2+4+0=2
lim x +00 1) +00 +00 +00

Logo, a equacao reduzida da recta r , assimptota obliqua do graficode f ,quando x —>+o0,& y=2x+1.

2
. L X 1 1
i) Tem-se que lim —= —=—2=0.
x>+ @¥ .8+
lim —
X*)}yx

—
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=arecta r étangente ao grafico de g no ponto de abcissa g, pelo que g'(a) é igual ao declive da recta r , isto é:
g'(a)=2
O ponto de tangéncia é (a, g (a)) , pelo que como este ponto pertence a r, vem que ¢ (a) =2a+1.

Entdo:

=2a& =2a < l=a(2a+l)=1=2a"+a=2a’ +a-1=0<
g (a) 2a+1 a>0=2a+1>0=>2a+1%0
—1+ 1~ 4x2x (-1) —1-3 ~1+3
< a= < a= Vv a= <a=-1v a==
2x2 4 4

Como aeRR", vemque azé.

Matemética A | Exame Nacional do Ensino Secundario | Exame Modelo 7 | Proposta de Resolugo | Junho de 2019 | 30



