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CADERNO 1

Neste grupo a utilizagao de calculadora grafica é permitida.

Na resposta aos itens de escolha multipla, seleccione a opgao correcta. Escreva, na folha de respostas, o nimero do item e a letra que
identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta apresente todos os calculos que tiver de efectuar e todas as justificagdes necessarias. Quando, para

um resultado, ndo € pedida a aproximag&o, apresente sempre o valor exacto.

1.1. 1.2,

P2001/2002 PMC2015

1.1. De um dado viciado, com as faces numeradas de 1 a 6, sabe-se que lan¢ando-o quatro vezes, a probabilidade de

. . . 8
sair face com o nimero 2 exactamente duas vezes é E .

Langa-se este dado dez vezes.

Qual é a probabilidade, arredondada as milésimas, de sair face com o nimero 2 exactamente cinco vezes?

[A] 0,039 0,099 0,137 [D] 0,575

1.2. Na figura esta representado o tridngulo escaleno [ABC] .

20

3cosa
Ae /AN
Sabe-se que o é a amplitude, em radianos, do dngulo ABC, AB=2, BC =1 e AC =3cosc.

Qual é o valor de « , arredondado as milésimas?

[A] 0,680 0,982 1110 [D] 1,347
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2. Num referencial o.n. Oxyz, ndo representado na figura, considere um sdlido constituido por um prisma e uma
pirémide, ambos hexagonais regulares.

Sabe-se que:

. A(—l, 2,0) e B é o ponto de intersecgao do plano ABC com o eixo Oz
= uma equacao cartesiana do plano ABC € 2x+2y+2z=2

= 0 prisma e a piramide tém a mesma altura

= 0 volume do sélido & 108+/3

2.1. Determine o valor de AE-BD.
2.2. Escreva uma equacao cartesiana do plano ABD.

2.3. Estéo disponiveis dez cores (amarelo, azul, encarnado, preto, branco, verde, roxo, laranja, rosa e castanho)
para colorir o sélido. Pretende-se que cada face fique colorida com apenas uma cor de modo que:

= nas faces do prisma n&o haja cores repetidas

= as faces da piramide fiquem coloridas com as cores amarelo, azul, preto, branco, verde e rosa, com a cor preta
e a cor branca em faces consecutivas

De quantas maneiras se pode colorir 0 solido nas condi¢des do enunciado?

29030400 72576000

174182400 [D] 435456000
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3. Numa empresa sabe-se que:

= 40% dos funcionarios sdo homens
. A dos funcionarios do sexo masculino sdo licenciados

= entre os funcionarios licenciados, trés em cada quatro sdo mulheres
3.1. Escolhe-se ao acaso um funcionario desta empresa.

Qual ¢ a probabilidade de nao ser licenciado ou ser do sexo masculino?

Apresente o resultado na forma de percentagem.
3.2. A empresa tem 120 funcionarios dos quais se escolhem quatro, simultaneamente e ao acaso.
Considere os acontecimentos:

X : «0Os quatro funcionarios escolhidos s&o do sexo masculino»

Y : «Pelo menos trés dos funcionarios escolhidos s&o licenciados»
Sem recorrer a formula da probabilidade condicionada, determine o valor de P(Y | X ) )

Comece por interpretar o significado de P(Y \ X ) no contexto da situagao descrita.

Apresente o resultado na forma de dizima com quatro casas decimais.
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4. Numa experiéncia cientifica foi utilizada uma cultura de bactérias. O nimero de bactérias nessa cultura, em milhares,
t horas apds o inicio da experiéncia é dado, aproximadamente, por:

(t)zm,com t>0

Recorrendo as capacidades gréficas da calculadora, determine o instante correspondente a abcissa do ponto de
inflexdo do gréfico de f e interprete o resultado no contexto da situacao descrita.

Na sua resposta deve:
= equacionar o problema

= reproduzir o(s) grafico(s) que considerar necessario(s) para a resolugdo do problema bem como a(s)
coordenada(s) de algum (ou alguns) ponto(s) relevante(s)

= apresentar o instante pedido em horas e minutos, minutos arredondados as unidades

= interpretar o resultado no contexto da situacao descrita

No caso de fazer algum arredondamento intermédio utilize, no minimo, trés casas decimais.

5.Em C, conjunto dos nimeros complexos, seja z = 2(cos2 a—sena+i sen(Za)) ,com « € {03—7;[ .

Sabe-se que:
= 0 afixo de z pertence ao terceiro quadrante

= Z € uma das raizes de indice n, com n e N, do numero complexo —128

Qual das seguintes opgdes € a correcta?

[A] o= Bl a=
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6. Sejam (u,) e (v, ) duas sucessdes tais que:

* (u,) € uma progressao aritmética e u, =u; +6

n

* V, = ——7 ©asoma dos seus seis primeiros ¢ 10920
8— u,+1

Mostre que u, =0.

Sugestdo: determine a raz&o da progresséo aritmética (un) e mostre que a sucess&o (v, ) é uma progress&o geométrica.

7. Na figura estao representadas em referencial 0.n. XQOy, uma circunferéncia, centrada no ponto A e tangente aos
eixos coordenados, e as rectas r e t.

Ya

Sabe-se que:
= uma equag&o vectorial da rectar € (x,y)=(0,1)+k(8,4), keR

= as rectas r e t sdo perpendiculares e intersectam-se no ponto A

Qual é a equacao reduzida da recta t ?

y=-2Xx+6 y=—1x+3
2

1.9

Cl y=-2x+9 =X+

y X+ y 2x+2

FiM po CADERNO 1
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CADERNO 2

Neste grupo a utilizagao de calculadora grafica ndo é permitida.

Na resposta aos itens de escolha mdiltipla, seleccione a opgdo correcta. Escreva, na folha de respostas, o nimero do item e a letra que
identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta apresente todos os calculos que tiver de efectuar e todas as justificagdes necessarias. Quando, para

um resultado, ndo € pedida a aproximag&o, apresente sempre o valor exacto.

8.1. 8.2,

P2001/2002 PMC2015

8.1. Num referencial 0.n. Oxyz, considere, para a,b € R\ {0} :
, x—1
= a recta r definida por e =—— A y=4
a

=oplano « definido por % +y+bz=1

Arecta r esta contida no plano « .

Quais sdo os valoresde aede b ?
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8.2. Na figura esta representado em referencial 0.n. o movimento de um oscilador harménico.

X&

7\

Tal como a figura sugere a fungao x, que da a abcissa deste oscilador harménico em fung¢do do tempo t, em segundos,

L 9 - 45
tem um maximo em t = 3 e um minimo em t =5

—~¥

Sejam w e ¢, respectivamente, a pulsagéo e a fase deste oscilador.

Quais séo os valores de w ede ¢?

3
2 57 T 27
Cl w=— e p=— w=—=ep=—
] °== [0] A
i* -2
9.Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z, =cosa +isena e z, =———,C0m «a e[O, 7r[.

(2i-1)(z)

Determine os valores que « para os quais o afixo de z, pertence a regido do plano complexo definida pela condig&o:

Arg(z):Arg(\E—Sﬁi)
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10.1. 10.2.

P2001/2002 PMC2015

10.1. Seja X uma variavel aleatoria com distribuigdo normal de valor médio 12 e desvio padréo o tal que:
P(12<X <14)=0,3
Qual das seguintes afirmagdes é falsa?
[A] o>2 P(X <10)=20%

P(X <14|X >10)=60% [D] P(x <10|X <14)=25%

10.2. Na figura estao representados num referencial 0.n. XxOy uma elipse de focos A e B e o tridngulo [ABC] .

Sabe-se que:

= 0 ponto C pertence a elipse e tem ordenada 2

= em relagéo ao tridngulo [ABC] asuaarea é 6 e 0 seu perimetro é 14

Qual das seguintes é a equacao reduzida da elipse da figura?

X2 y2_ X2 y2_
IE16+8_1 25+8_
X2 y2_ X2 y2_
25+7_1 @16+7_1
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11. Na figura esto representados num referencial 0.n. xOy a circunferéncia trigonométrica e o quadrilatero [OABC] .

Ya

Sabe-se que:

= 0 ponto C desloca-se sobre a circunferéncia, no quarto quadrante (eixo Oy nao incluido). O ponto A acompanha o
movimento de C, de modo que o segmento de recta [AC] é sempre paralelo a Ox

= 0 ponto B pertence ao eixo Oy e o arco de circunferéncia BC esta centrado no ponto D, ponto médio de [AC]
Sejam « a amplitude, em radianos, do &ngulo EOC, com « € }—%,O} e f afunglo que da a area do quadrilatero
[OABC] em fungéo de o .

11.1. Mostre que f (&) =cos® a—w.

11.2. Estude a funcdo f quanto a monotonia e a existéncia de extremos relativos e indique o valor maximo da area
do quadrilatero [OABC].

Sugestéo: para determinar o valor maximo do quadrilatero [OABC] tenha em conta que cos(2a) =2cos’a—1.
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12. Considere as fungdes g e h, de dominios R e R, respectivamente, definidas por:

2
%+k se x<1
— xIn? _
g(x)=xIn?x e h(x) = ,com keR
g)E:() se x>1

12.1. Seja (x, ) a sucesséo definida por x, =(n®—e")".

Qual é o valor de limh(x,)?

[A] - 0
1 IE +00
12.2. Determine o valor de k de modo que a fungao h seja continua.

12.3. Estude a fungdo g quanto ao sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexdo do seu grafico.

Itens extra:

a) Escreva a equacgdo reduzida da recta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa e.

b) Determine o conjunto solug&o da inequagdo g'(x)—In*x—In(8—2x)=In(x-1).

13. Seja h uma fungdo de dominio R™ tal que a recta de equagdo 2y + x =4 é assimptota do grafico de h.

log, (h(x))’ =2l
Qual é o valor de lim og; (N(x)) 092X?
x40 2h(x)+x
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14. Sejam f e g duas fungdes de dominio R tais que:
= f é continua e estritamente monotona

=ogréficode f intersecta o eixo Ox no ponto de abcissa —1 e o eixo Oy num ponto de ordenada positiva

x f(x)x(x+a),com O<a<l

g(x)

Mostre que a equagdo ——= =1 tem pelo menos uma solugéo no intervalo [0,1] .

()

FIM DO CADERNO 2

FiM Do ExXAME MODELO 4
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Cotagoes
Caderno 1
1. 8 pontos
2.
2.1. 10 pontos
2.2 10 pontos
2.3. 8 pontos
3.
3.1. 12 pontos
3.2, 12 pontos
4. 12 pontos
5. 8 pontos
6. 12 pontos
7. 8 pontos
Total Caderno1 100 pontos
Caderno 2
8. 8 pontos
9. 12 pontos
10. 8 pontos
1.
11.1. 10 pontos
11.2. 12 pontos
12.
12.1. 8 pontos
12.2. 12 pontos
12.3. 12 pontos
13. 8 pontos
14. 10 pontos

Total Caderno 2 100 pontos

Total Caderno 1 + Caderno2 200 pontos
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1.1.

21.

3.1.

8.1.

10.1.

11.2.

121.

12.3.

Solucionario
Caderno 1
C 12. B
27 22, 2X-y-2z=-4 23. C
85% 3.2. ~0,0044

t ~ 2,878, que corresponde a, aproximadamente duas horas e 53 minutos. Passadas, aproximadamente, duas horas e 53 minutos, a
taxa de crescimento do nimero de bactérias comega a diminuir.

D 7. A
Caderno 2
B 82. C 9, a=7—” v a:gkr—
30 30
C 10.2. D

~ . Va . T T Lo T . .
Afungdo g é decrescente em [—E,o} e é crescente em }—E,—g} . Tem um méximo absolutoem « = =y € um minimo relativo

em a =0. O valor maximo da area do quadrilatero [OABC] é g (—%) = \ﬁ;l )
B 12.2. k= _2
e

O grafico da fungéo g tem a concavidade voltada para baixo em }01} , tem a concavidade voltada para cima em F,Jroo[ e tem
e e

ponto de inflexdo em x = 1 .
e

a) y=3x—2e LE. b) }l,ﬂu[ZA[ 13. A
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CADERNO 1

1.1. Seja X a variavel aleatoria «<numero de vezes que sai face com o0 nimero 2 em quatro langamentos do dado».

Assim, X é uma variavel aleatéria com distribuico binomial de parametros n=4 (quatro provas repetidas) € seja p, com
0< p<1, a probabilidade de sucesso, isto é, a probabilidade de sair face com o nimero 2 em cada um dos
langamentos.

Logo, como P(X = 2) = % , vem que:

=8 i xp(1-pP =L AN 2 D=8 o)A
P(X=2)= ="Coxp*(1-p) =7 = 6(P(1-p)) =7 = (p(1=p)) === (p(-p)) =5
Como p(1-p)>0,tem-seque p(1-p)= fizg

81 9

Seja Y avaridvel aleatéria «numero de vezes que sai face com o nimero 2 em dez langamentos do dado».

Assim, Y ¢é uma variavel aleatéria com distribuicdo binomial de pardmetros n =10 (dez provas repetidas) € probabilidade
de sucessoiguala p, pelo que a probabilidade pedida é dada por:

5
P(Y =5)="C,x p*(1-p) =C;x(p(L-p)) ="°C, x@ ~0,137

Resposta: C

1.2. Pela lei dos co-senos tem-se que:

AC’ =AB +BC’ —2@xﬁxcosa<:>(3cosa)2 =22 +12 - 2x2x1xCoSax <> 9¢0S’ o + 4C0sar —5=0

—4+[4* —4x9x(-5)
2x9

Fazendo y =cosa,vemque 9y° +4y-5=0<y= sy=-1v y:g

Mas como cosa >0, pois AC >0 e AC =Ccosa, vem que cosa:g:azarccos(gjzo,%z

Resposta: B
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2.1. Tem-se que AE = AB+BE e BD=BA+AD, pelo que:

E-ﬁ)z(ﬁ+ﬁ)-(ﬁ+AD) AB-BA+ AB-AD +BE-BA+BE.-AD =

=0; ABLAD =0; BELBA

AD BE

= || AB| || BA|xcos(180°) +0+0+ AD- AD = AB” x(~1)+ | AD| =AD" - AB’
e

=ABxBA= AB
Assim:

= 0 ponto B pertence ao eixo Oz, pelo que as suas coordenadas sdo da forma B(O, 0, zB) ’

Como o ponto B pertence ao plano ABC, vemque: 2x0+2x0+2, =22, =2= B(O, 0,2), pelo que:

AB=[(-1-0) +(2-0)" +(0-2) =(-1) +2° +(-2)’ =0 =3
= para determinar o valor de AD , vamos escrever o volume do sélido em funcéo de AD.

Como o prisma e a piramide tém a mesma altura, cuja medida do comprimento é iguala AD e como a base de ambos
€ um hexagono regular de lado 3, vem que:

V V Alexagono x AD 4A1exagono D

sélido — prisma plramlde Ahexagono 3 3

Representando o hexagono da base do sélido:

Assim OA= AB =3, pelo que sen(%)=%©§=
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273

2

Ex@ 3x/_

=3Exa}=3x3x73= e portanto:

Logo, a area do hexagono € igual a 6x A, = 6x

4Ah ) XE 4 x 27%XE
eXagono =108«ﬁ<:> 2

:108\Ec>wzlo&ﬁ<:>18@:108®ﬁ=6

- AE-BD=AD —AB’ =6?-32=36-9=27
2.2. Tem-se que:

= um vector normal do plano ABC:2x+2y+2z=2 é N, (2,2,1), sendo que este vector é colinear com AD .
- AB=B-A=(0,0,2)-(~12,0)=(1-2,2)

Assim, os vectores fi,,c € AB s&o dois vectores ndo colineares paralelos ao plano ABD, pelo que, sendo

Ao (2,D,C), um vector normal a ABD, vem que:

=]

oo e =0 [(ab,c)-(2,22)=0 2a+2b+c=0 [2(2b—2c)+2b+c=0
e & & &
o - AB=0 (a,b,c)-(1,-2,2)=0 |a-2b+2c=0 |a=2b-2c

dh—-4c+2b+c=0 6b=3c c=2b c=2b
= = & &
a=2b-2c a=2b-2c a=2b-2x2b a=-2b

Portanto, fi,s, (—2b,b,2b), com beR\ {0}, pelo que, fazendo b=—1, vem que gy (2,-1,-2).
Assim, como B(0,0, 2), pertence ao plano ABD, uma sua equacao cartesiana é:
2(x-0)-1(y-0)-2(z-2)=0=2x-y-22+4=0=2x-y—-2z=—4

2.3. Designando por 1, 2, 3, 4, 5 e 6 as seis faces da piramide, tem-se que as cores pretas e brancas podem ocupar
seis posicdes: 1 e 2;2¢e 3;3e4;4e5;5¢e6; 6e 1 Para cada uma destas maneiras, as cores preta e branca
permutam de 2! nas duas posigdes escolhidas e as restantes quatro cores permutam de 2! nas restantes quatro
posicdes. Logo, as faces da pirdmide podem ser pintadas de 6 x 2!x 4! maneiras distintas.

Para as faces do prisma comegamos por escolher sete das dez dores disponiveis. O nimero de maneiras de o fazer é
'°C, . Para cada uma destas maneiras as sete cores escolhidas permutam de 2! nas sete faces do prisma, pelo que o

prisma pode ser pintado de °C, x 7!'=""A, .
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Assim, para cada uma das 6x2!x4! maneiras distintas de pintar as faces da pirdmide, existem *° A, maneiras

distintas de pintar as faces do prisma, pelo que, 0 nimero de maneiras de pintar o sélido é:

6x21x 41x° A, =174182400
Resposta: C

3.1. Sejam M e L os acontecimentos:
M : «O funcionario escolhido & do sexo masculino» e L : «O funcionario escolhido & licenciado»
Pelo enunciado, tem-se que:

- P(M)=40%=0,4=P(M)=0,6

N P(LmM)_EQP(LmM)zéxP(M)Q P(LmM):%x0,4<:> P(LAM)=0,05

FPHM)=g = ey s

. p(M|L)=%©%=O,75@ P(MAL)=0,75P(L)

Pretende-se determinar o valor de P(L M ). Tem-se que:

P(CUM)=P(L)+P(M)=P(LAM) =1-P(L)+ P{M) - P(M) +P(LAM)=1-P(L)+0,05
P (M) P(LAM)

Mas como P(L)=P(LAM)+P(LNM),vem que:
P(L)=P(LAM)+P(LANM )< P(L)=0,05+0,75P(L) < P(L)~0,75P(L)=0,05 <

<0,25P(L)=0,05< P(L):%@ P(L)=0,2

Portanto, P(L\wM )=1-P(L)+0,05=1-0,2+0,05=0,85=85%.

Nota: este item poderia ser resolvido recorrendo a uma tabela ou a um diagrama em arvore.
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3.2. P(Y | X ) ¢ a probabilidade de pelo menos trés dos quatro funcionarios escolhidos serem licenciados, sabendo que

0s quatro funcionarios escolhidos séo do sexo masculino.

Tem-se que 40% dos 120 funcionarios sdo do sexo masculino, ou seja, 0 humero destes funcionarios é:
0,4x120=48

Dos funcionarios do sexo masculino, um oitavo sdo licenciados, pelo que o nimero de funcionarios que sao licenciados

e do sexo masculino é %x 48=6.

Assim, o numero de casos possiveis € “*C,, que é o nimero de maneiras de escolher quatro funcionarios do sexo
masculino. Para o nimero de casos favoraveis temos de considerar dois casos:

= trés licenciados e um ndo licenciado: dos seis funcionarios licenciados escolhem-se trés e dos restantes 42 nao
licenciados escolhe-se um. O nimero de maneiras de o fazer é °C, x “C, =°C, x42.

= quatro licenciados: dos seis funcionarios licenciados escolhem-se quatro. O niimero de maneiras de o fazer é °C, .
Portanto, o niimero de casos favoraveis € °C, x42+°C, .

°C,x42+°C

Logo, pela lei de Laplace, vem que P(Y|X )= e 4 ~0,0044 .

4

4. Afungdo f é duas vezes derivavel no seu dominio, pelo que na abcissa do ponto de inflexdo do grafico de f a

segunda derivada é nula. Assim, pretende-se determinar t de modo que f ”(t) =0.
Mas como a fungdo f é duas vezes derivavel, no caso de existir um instante em que a primeira derivada atinge um
maximo (ou um minimo), a segunda derivada é nula, pelo que, recorrendo a calculadora grafica vamos determinar o(s)

maximizante(s) (ou minimizante(s)) da primeira derivada de f .

Comecemos entdo por determinar a expressdode f':

(. 3 (L#106°%)-3(1+10e° ) 0x(1+106°*)-3x10x(-0,8t) e
) (1+10e°%)’ (1+10e 0%’

_ —30x (-0,8)e " 24708

(1+10e°®)  (L+10e°*)
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Utilizando as capacidades gréficas da calculadora, define-se y, = f'(t) najanela [0,10]x[0,1]:

Vi

0 a~2878

—~¥

Portanto, a funcdo f' tem méximo absoluto no ponto de abcissa a, com a~2,878. Nesse ponto a sua derivada,
que corresponde a segunda derivada de f é nula, isto é, f ”(a) =0, alémde que f ”(a’) >0e f "(a*)< 0, pelo

que o grafico de f tem um ponto de inflexdoem x=a,com a~2,878.

Como 0,878x60~53, vem que passadas, aproximadamente, duas horas e 53 minutos, a taxa de crescimento do
ndmero de bactérias comega a diminuir.

5.Tem-se que z=2| cos’ & —sen’ o +isen(2a) |=2(cos(2a) +isen(2a)) = 2e'*).
=cos(2a)

_eil29)

Como z é uma raiz de indice n de —128, vem que |z|" =|-128| < 2" =128« 2" =2" <>n=7, pelo que 2 é uma
raiz de indice 7 de —128.

Determinando ento as raizes sétimas de —128, vem:

(m+2kz .(ﬂ+2kﬂ'

17/—128=Z/128e‘”=1/12_89'[ )0l ke{01234,5,6)

Assim:
i i3l

=se k=0-—2e 7 ; oseu afixo ndo pertence ao 3.°Q =se k=1—2e 7 ;oseu afixo ndo pertence ao 3.°Q
o |

*se k=2—>2e 7 :oseu afixo ndo pertence a0 3.°Q =se k =3 — 2e'"; 0seu afixo ndo pertence a0 3.°Q
o He

=se k=4—2e 7 ;oseuafixo pertence a0 3.°Q =se k=5-—2e 7 :oseuafixo ndo pertence ao 3.°Q

137
137
*se K=6-—2e 7 ;oseuafixo ndo pertence ao 3.°Q
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.97
Logo, como 2e 7 € a Unica raiz sétima de —128 que pertence ao 3.°Q , vem que:

97

2ei2a) _9o' T <:>2a=977r+2k7r<:>a=?-—z+kﬂ, keZ

pelo que:
o “owbe 14 14
o kelogef o B8, Br { 3”{
24 14 2
9
14
6. Tem-se que:

3z

"2

|

Resposta: D

. (un) é uma progresséo aritmética, pelo que, sendo r asuarazdo,com r e R,vemque u,,, —u, =r, vneN.

Assim, Uy =U, +6r < ' = U +6+6r <0=6+6r<6br=—6<r=-1=u,,-u,=-1, vneN.

Uy=Ug+6

16" (24 )n 24n

SRV = = =2/""%" Vejamos que a sucessdo (V, ) é uma progressao geométrica:

n— 872un+1 - (23 )—Zun+1 2—6un+3

-1
24(nJr1)+6uM—3 —

Vn +1

Vv,

n

- 24n+6urI -3

\ 2M+4+6un+1—3—;¥ﬁ—6un+,’3 _ 26un+1—6un+4 _ 26(un+1—un)+4 . 26><(—1)+4 _22 :(

)4
4

Assim, (vn) € uma progressao geomeétrica de razéo " e a soma dos seus seis primeiros termos € dada por:

1Y 1 4° -1
1-|~ _ 1
v x (4j _Vxl 4 _ & _VX4X(46_1)_VX4095_1365v1
UL T3 TR T s T ek 1024
4 4 4

Portanto, como a soma dos seis primeiros termos de (vn) é 10920, vem que:

1365v, —10920 <> v, = 10920x1024 v, =8192

1024 1365
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24><1+6u1 -3 _ 26u1 +1

Assim, como v, = , vem que:

27 =812 o MM =2 06U +1=1366U =120 U =2 & U -2r=26U,-2x(-1)=2%
8192=2" Uy =Uy—2r r=—

SU+2=2U,=2-2<U,=0
Uy, =0

7. Tem-se que:

= um vector director da recta r é (8,4), pelo que o seu declive, m_, éiguala m, =

(o I N
N~

~ . . , 1
= as rectas r e s s&o perpendiculares, pelo que o declive de s, m, , € dado por m, =——, pelo que m, =—
m

r

Logo s:y=-2x+b

= a circunferéncia é tangente aos eixos coordenados, pelo que o ponto A, que é o seu centro, pertence a bissectriz dos
quadrantes impares (recta de equagdo y = x ) e portanto, as suas coordenadas s&o da forma A( Xp xA) .

Como o ponto A pertence a recta r, substituindo na sua equacéo, vem:

X, =8k X, =8k X, =8k xA=8><1 Xy =2
(X0 ¥Ya)=(01)+k(8,4) = =S =S =S L ‘s 1 = A((2,2)
x,=1+4k (8k=1+4k |4k=1 k= k=2

Mas o ponto A também pertence a recta s, pelo que, substituindo na sua equagdo, vem 2=-2x2+b<b=6.

L Siy=—-2X+6
Resposta: A
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CADERNO 2
8. Tem-se que:
X1 W (x_1=2ak  ([x=1+2ak
2a
r:XZ_—].:Z_—l AN Y=4sy=4 <y=4+0k < y=4+0k ,keR
a a

27 li1-ak z=1+ak

a

Portanto, um vector director da recta r é r;(2a,0,a), que é colinear com o vector ,(2,0,1), pois a=0, pelo que T,

também é um vector director de r. Um ponto darecta r ¢ P(1,4,1).

Por outro lado um vector normal do plano « : % +y+bz=1¢én, (g,l, bj .

Assim, como a recta r esta contida no plano « , vem que:

= 0s vectores T, e N s&o perpendiculares, pelo que T, -n, =0 e portanto,

r,-n :09(2,0,1)-(%,1,bj=0<:>2><%+0><1+1><b:0<:>a+b:0<:>b:—a

a

= oponto P(1,4,1) pertence ao plano « , pelo que,

a—>(1+4+b><1:1b©%+4—a:1<:2>a+8—2a=2<:>—a=—6©a:6b: b=—6

~a=6eb=-6
Resposta: B
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8.2. Tem-se que x(t) = Acos(wt+¢),onde A, w e ¢ sdo, respectivamente, a amplitude, a pulsacéo e a fase deste

oscilador, com A>0, w>0e ¢pe[0,27].

Seja T o periodo deste oscilador e considere-se a seguinte figura:

X&

|-

Assimtem-sequeT+I=E—g®£=§@£=g©ﬂ=9©T=3.Assim,comoTzz—ﬂ,vemque:
2 8 8 2 8 2 2 w
T3 3o27-30c0=2"
0] 3

Portanto, x(t) = Acos(z?”t + (p], pelo que, como x(%) = A, vem que:

X(gjzA@ACOS(%X%+¢)=A@COS(%{+¢))=1<:>3Tﬂ+g0=0+2k7r<:>(p=—37ﬂ-+2kﬂ, keZ

Assim:
'Sek=0—)(p:—3—ﬂ;73—ﬁe[0,27r[ -sek=1—>¢=—3—”+27z=5—”;5—”e[o,2n[
4 4 4 4 4
-sek=2—)(p=—3—”+47z:13—”;13—7[e[0,27r[
4 4
3 ¢ 4

Resposta: C
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9. Tem-se que:

F I =0 20 = (i) i xi =1 x (<L) xi =i
. . . 5 .
- z,=cosa+isena =€, pelo que 7, =¢'"“) e portanto (7, )’ :(e'(’“)) =% Assim:

i®-2 —i-2 —-2—-i -1-2i 1 2+4i+i+2i° 1
22: = = X —

(2i-1)(z) (2i-1)>)  -1+2i 12 gt (1) - (2i)’ e

Z4si-Z 1 s 1 o1 i e? _ (5]
1_4|2 el(—Sa) 1+5 el(—Sa)

= sendo @ um argumento de /6 —3+/2i , tem-se que:

32 32 3Z 3 B FfB. . oz
g0 = NG _—42X3_—)ﬁxﬁ_—ﬁxﬁ_—T_—«E,com064. Q,peloquee_—g

Logo, Arg(z):Arg(«/E—S\/Ei)@Arg(z)z—%.

Assim, o afixo de z, pertence a regido do plano complexo definida pela condigido dada se e somente se o seu

argumento for da forma —% + 2k, k e Z . Portanto:

z+5a=—z+2k71'c:>505=—z—£+2k7r(i>505=—5—7[+2k7r<:)0{=—z+2k—7[,keZ
2 3 2 3 6 6 5
Assim:
T T 2% Im 1r
*se k=0 a=——; -~ ¢[07] "se k=loa=——+—=—; —<[07]
6 6 6 5 30 30
'Sek=2—)a:—£+4—”=19—ﬂ-;19ﬂ€[0,ﬂ'[ -sek=3—>a:—£+6—”:3—1”;3—1”e[0,n[
6 5 30 30 6 5 30 30
r 197
La=— V a=—
30 30
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10.

10.1. Consideremos a seguinte figura:

02 |

10
Tem-se que:

* P(u—o <X <u+0)~0,6827 peloque,como P(10< X <14)=0,3x2=0,6, vem que:

'u+0>14<?212+0>14©0>2
u=

Logo, a afirmagao da opgao A é verdadeira.

» P(X <10)=P(X 212)-P(10< X <12)=0,5-0,3=0,2=20%
—_—\
=0,3

Logo, a afirmagao da opgao B é verdadeira.

P(X <14|X>10) P(X <14 A XZlO) P(lOSXS14) 2x0,3 ,6 3 7504
' = = = = = =—=—= (0}
P(X 210) P(lOSXSlZ)JrP(X 212) 0,3+0,5 0,8 4

Logo, a afirmagao da opcao C é falsa.

. P(X g10|X§14)=P(X <10 A Xs14)= P(X le) _ 0,2 _£=£=25%
P(X <14) P(X <12)+P(12<X <14) 03+05 08 4
Logo, a afirmagao da opgdo D é verdadeira.
Resposta: C
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10.2. Tem-se que:

- AB = 2c (distancia focal), pelo que Apge) =6 AB; Yo _6e ZCEZ =62c=6<c=3

= AC +BC = 2a (eixo maior), pelo que:

P

[ABC]

:14<:>A_B+E+ﬁ:14<:>2c+2a:142<:>_66+2a:14<:>2a:8<:>a:4:>a2:16

sa’=b*+c* =16=h*+3F <=16-9=b> =b*=7

2 2
A equagéo reduzida da elipse € da forma —- + g—z =1, sendo a o semi-eixo maior e b 0 semi-eixo menor. Assim, como
a

2 2
a’ =16 e b* =7, a equagéo reduzida da elipse da figura é i(_6 + y7 =1.
Resposta: D
1.
OBxCD — =
1.1, Tem-se que Agpae = 2% Aggey = £ TT&:O%+F<OD +BD)xCD.

Mas como o arco BC esta centrado no ponto D vem que CD = BD, pelo que:
Aosec =(OD + BD)xCD =(OD +CD)xCD

Por outro lado tem-se que C(cose,sencr), com cosa >0 e sena <0, pelo que OD =—sena e CD =cosa .

Assim,
Aossc) =(OD+CD)xCD =(—sena +cosa) x cosa = cos’ @ —sena.cosa =
=sen(2a)
——

, _ 2senacosa ,  sen(2a)
=c0s’q ——————=cos’ o ——— —

_ _ o sen(2a)

. g(a)=cos’a —
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11.2. Tem-se que:

Z cos(2a)

=2cosa(-sena)————= =

Z

- g'(a)=2cosa(cosa) —M

=—2sena cosa —cos(2a ) =—sen(2a)—cos(2a)

=sen(2a)

. g'(a):0<:>—sen(2a)—cos(2a):0c>sen(2a):—cos(2a)©2a=—%+k7r<:>a:—%+k7ﬂ  keZ

Outra resolugao: tem-se que:

g'(a)zo<:>—Sen(2a)—COS(2a)=0@Sen(Za)z—COS(Za)sz—].@tg(2a)=—1<:>
cos(2a)
e20=-214kr A 20:;rs£+k7z<:>oz=—z+k—7Z A a¢£+k—”, keZ
4 2 8 2 4 2
Assim, como ae}—z,o]vem que a:_ﬁ_
2 8
Recorrendo a uma tabela de variagéo do sinal de g', vem:
T
[04 —E —g 0
9'(a) + 0 — 0
g /' max. \‘ min.

Logo, a fungdo g é decrescente em [—%,0} e é crescente em }—%—%} . Tem um maximo absoluto em « = —%

€ um minimo relativo « = 0. Portanto, o valor maximo da area do quadrilatero [OABC] é:

g(zj_wsz(z)””(zx(@] 2 ;_—f £,1 8 21 B

8 8 2 D4 2 2 4 2 4 2 2

i) Como cos(2a)=2cos’a—1, para a = —% , vem que:

[2 >
cos ZX(_EJ = 20052(—£j—1<:> COS(—£j+1: ZCOSZ(—EJ = Q +1= 2COSZ[—EJ = cosz[—g) = @ + L
8 8 4 8 2 8 8 4 2
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* Nota:

T T T
*tem-seque ——¢e |-—,——| €
4 } 2 8[

R e ) e S

= tem-se que oe}—%,o} e —sen(2x0)—cos(2x0)=—sen(0)—cos(0)=0-1=-1=>—sen(2x0)—cos(2x0)<0 .

12.

12.1. Tem-se que:

limx, =lim(n* —¢")’ (w:)(lim(m —e)) =[Iim(n3£1—i—2]D2 =(Iim n? xlim[l—i—ZDz _

2

= (+oo)3>< 1- IimF =(+oox(1—(+oo)))2=(+oo><(—oo)) :(—oo)2=+oo

v
Limite notavel

: . g(x) oxin?x . In?x o (InxY (. Inx)
Portanto, limh(x,)= lim h(x)= lim ——== lim ——= lim —~=lim | — | =| lim — | =0°=0
X—>+00 X+ X X+ X X—>+0 X X—>+00 X X—>+0 X
%,—/
Limite notavel
Resposta: B

12.2. Tem-se que:

= para x<1, h & continua por ser 0 quociente, a composi¢do e a soma entre fungbes continuas no seu dominio
(fungBes polinomiais e exponenciais).

= para x>1, h é continua por ser o produto, a composi¢do e quociente entre fungdes continuas no seu dominio
(fungdes polinomiais e logaritmicas).

=para x=1, h é continua se e somente se limh(x)=limh(x)=h(1).

X—1" x—1*
Assim:

2 2
« tim h(x) = lim S0 _ fjm XIN7X _LIN(D) 10 _
x—1* x>t X x>t X 1 1

g(1) _1xIn*(1) 1x0 _

0
ik 1 1

0eh(1)=
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0
242X — : ox_300 x—1)(x+3
= lim h(x)= lim XA2X73 =k+|im%=k+"mw:
x—1" x->17 e —e x->17 e e i) x>l e(e2x7171 1)
2(x-1
e tim X3 i 20D 1 143 L eV S L .
x>~ @ xo1- @2 2 e e -1 2 e 1 2 2e

x>17 2X—2
%,—/

Xx—>1" =2x-2-0"
Limite notavel

Portanto, a fungdo h é continuaem x =1 se e somente se k +z =0 k= 2 .
e

e

~ . . 2
. Afuncdo h é continua se e somente se k =——.
e

—2+,J2° —4x1x(-3)

2x1

ii)Como x> +2x-3=0< x= & x=-3 v x=1,vemque x*+2x—3=(x—1)(x+3)

12.3. Tem-se que:

!

- g (x)=x’ln2x+x(ln2x)’ :1><In2x+x><2Inx><(Inx)' =In2x+)(><2lnx><izln2x+2lnx

X

. grr(x):2|nXX(|nx)’+2X£:2|nxxl+g:2|nX+g:2|n X 42
X X X X X X

2Inx+2

“9"'(x)=0< 02Inx+2=0 A x#z0<=Inx=-1 A x2z0<=x=e" A x#0

Recorrendo a uma tabela de variagao do sinal de g”, vem:

X 0 etot +oo
e
2Inx+2 n.d. — 0 +
X 0 + + +
9"(x) nd. — 0 +
Grafico de g n.d. M nd. W)

O gréfico da funcéo g tem a concavidade voltada para baixo em }0,%} , tem a concavidade voltada para cima em

F , +oo[ e tem ponto de inflexdo em x = 1 .
e e
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Itens extra:

a) Seja t a recta tangente ao gréfico de g no ponto de abcissa e. Assim, o declive, m, , darecta t e dado por g’(e).
Portanto, m, = g’(e)=In’(e)+2In(e)=1? +2x1=3, pelo que a equagdo reduzida darecta t € do tipo y=3x+b.
Como as coordenadas do ponto de tangéncia séo (e,g(e)) e g(e)=eln’(e) =ex1* =e, substituindo na equagao reduzida darecta t , vem:
e=3e+bsb=-2e
Sotiy=3x-2e
b) Tem-se que g’(x)=In*x+2Inx, pelo que:
g’(x)—lnzx—ln(8—2x)2In(x—l)©M+2Inx—M—ln(8—2x)2In(x—1)®2Inx2In(8—2x)+|n(x—1)
* D={xeR:x>0 A 8-2x>0 A x-1>0}={xeR:x>0 A x>4 A x>1}={xeR:l<x<4}=]14]
= Neste dominio, tem-se:
2Inx21In(8-2x)+In(x—-1) < In(x*) 2 In((8—2x)(x 1)) < In(x*) = In(8x—8—-2x* + 2x) <

< x> -2x* +10x -8 3x* —10x+8>0

Calculo auxiliar:

2x3 6 6

lOiaf—102—4x3x8 +100-96 _
3x*-10x+8=0<x= ( ) <:>x:10_ 100 96@)(_& Y x:logzcx g

Assim, como a fungdo y =3x* —10x+8 & quadratica e o seu grafico (que é uma parabola) tem a concavidade voltada para cima, o conjunto

solucdo da inequacado 3x? —10x+8>0 & }— ooﬂ U[2,+00]:

\ /y=3x210x+8
4 2 X
3 2

Como o dominio de validade da inequagéo é 1,4 , fazendo a intersecgéo vem:

, — —

0 1

v

4
3

. O conjunto solugio da inequagio é U —oo,ﬂ U [2,+oo[j N]L4[= :|1ﬂ u[2,4].
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13. Tem-se que 2y +x=4 < 2y=—X+4< y=—%x+2.

Assim, como a recta de equagédo y = —% X+ 2 é assimptota obliqua do gréafico de h, quando x — +oo, vem que:

XI_i)rpw%x)z—% e Xllmw(h(X)+%Xj=2
Portanto,
. Iogz(h(x))z ~2log, x _ . |ng(h(x))2 ~log, (x?) e Iogz((h(x)?)zj ) xlirpwlogz[(mJ ]_
o 2h(x) +x o Z(h(X)+;x) o z(h(X)Jr;Xj ZXILTw(h(X)JF;XJ
=l (12]] 2] 0 (d] o
2x2 4 4 4 2

Resposta: A

14. Tem-se que o grafico da funcdo f intersecta o eixo Ox no ponto de abcissa —1 e o eixo Oy num ponto de
ordenada positiva.

Logo, como f é estritamente mondtona, vem que:

= f ¢ estritamente crescente.

= f(-1)=0,sendo —1 o Unico zerode f ,e f(0)>0.

9(x)

Assim, vem que —— =1fa:)i0 g(x)= f (1), ou seja a equagdo dada ¢ equivalente & equagdo g(x)= f (1).

f(1)
Portanto:

= a funcdo g é continua em R pois € o produto e a composi¢do entre fungbes continuas em R (fungdes
exponenciais, polinomiais e a fungdo f , que é continuaem R).

Logo, g é continuaem [0,1]cR.
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. g(O)zeoz’Ox f(0)x(0+a)=e’x f(0)xa=1xf (0)xa=af(0)

Como O<a<1,vem que a<1f(<o:);0af(0)< f(0).

Por outro lado, a fungéo a f (0) é estritamente crescente, pelo que como 0<1, vem que f (0)< f (1), pelo que:

ﬂ,@< f(0)<f(1)=9g(0)<f(2)
=9(0)

- g(1)=e"tx f(D)x(l+a)=e’x f (1)x(1+a)=1x f (1)x(1+a)=(1+a) f (0)
Como a>0,vemque a>0«>1+a>1.Mas f(1)> f(0)>0= f(1)>0, pelo que:

l+a>le(1+a)f(1)> f()=9g(1)> f (1)
T
=9(1)
Portanto, como g(0)< f (1)<g(1) e como g é continua em [0,1], pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy
existe pelo menos um ce]0,1[ tal que g(c)=f(1), pelo que a equagdo dada tem pelo menos uma solugao no

intervalo [0,1].

FIM
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