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EXAME MODELO N.° 13

JUNHO DE 2022

* ltens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificagao final:

1.,3.,4.,6.1.,6.2,8.1.,82,9.1.,9.2,10.,12. ¢ 15.

Estes itens estio assinalados no enunciado com uma caixa sombreada e um asterisco ao lado do nimero do item

* Dos restantes seis itens da prova, apenas contribuem para a classificagdo final os seis itens cujas respostas obtenham
melhor pontuag&o.
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*1. Considere a fungdo f , de dominio R\{2}, definida por:

se X>2

log,(2-x) se x<2

2n+1
n+l

Seja (u, ) a sucesséo definida por u, =

Qual é o valor de lim f (u,)?
& : z ]

2. Considere a sucess&o (v, ), tal que:

v, =1

Vo, =2V, +3, VneN
Seja (w, ) a sucess&o definida por w, =v, +3.

Mostre que (w, ) é uma progresséo geométrica e determine o termo geral de (v, ).

n+b

Apresente o termo geral de (v, ) resultado na forma a"** + ¢, com a,b,ceZ.

Item extra:

Determine a soma dos doze primeiros termos de (v, ) .
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*3. Considere um conjunto de dez bolas, numeradas de 1 a 10, em que trés sdo verdes, duas s&o azuis e as restantes
s30 brancas.

De quantas maneiras se podem colocar as dez bolas numa so6 fila de modo que as verdes fiquem em posicdes
consecutivas, as azuis fiquem também em posicdes consecutivas, mas ndo haja uma verde e uma azul em posicles
consecutivas?

[A] 8640 21600
43200 [D] 60480

*4. Na figura esta representado, em referencial o.n. Oxyz , o cubo [ ABCDEFGH |.

ZA

<V

Sabe-se que:

= a aresta [ AF | esta contida no eixo Oz
= P ¢ o centrodaface [BCHG] e Q é o centro da face [EFGH |

= R ¢ 0 ponto médio da aresta [EH ]

Escolhem-se, simultaneamente e ao acaso, trés dos onze pontos assinalados.

Qual é a probabilidade de definirem um plano paralelo ao plano xOy ?

Apresente o resultado na forma de fracgéo irredutivel.
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5. Uma fabrica produz dois tipos de componentes para um determinado tipo de avides, trem de aterragem e leme.
Dos funcionarios da empresa que estdo dedicados a produgéo destes dois componentes, sabe-se que:

= exactamente 45% dos funcionarios podem trabalhar na produgéo do trem de aterragem;

. % dos funcionarios que podem trabalhar na produgéo do trem de aterragem, também podem trabalhar na produgao

do leme;

= entre os funcionarios que ndo podem trabalhar na produgdo do leme, ha tantos que podem trabalhar na produgao
do trem de aterragem como 0s que nao podem.

Escolhe-Ihe ao acaso um funcionério da fabrica dedicados a produgéo destes dois componentes.

Qual é a probabilidade de poder trabalhar na producao do leme?

Apresente o resultado na forma de fracgo irredutivel.

6. Considere, num referencial 0.n. Oxyz , o plano « , definido por 3x—4y+z—-4=0,e 0 ponto A(5,-6,4).

*6.1. Considere 0 ponto B pertencente, simultaneamente, ao plano «, ao plano xOy e ao plano definido por

x-y=0.
Qual é, em graus arredondados as décimas, a amplitude do angulo AOB ?

[A] 34,20 85,4° 94,6° [D] 145,9°
*6.2. Seja C o ponto simétrico do ponto A em relagéo ao plano « .

Determine HTCH .

Apresente o resultado na forma ayvb ,comabeN e a primo,
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7. Na figura estéo representados em referencial 0.n. xOy , a circunferéncia trigonométrica, o tridngulo [ABC] e arecta
r.

YA

Js
o

=<V

Sabe-se que:
=arecta r é perpendicular ao eixo Ox e tangente a circunferéncia do ponto D
= 0s pontos A e B pertencem a circunferéncia trigonométrica;

= 0 lado [ AB] & paralelo a0 eixo Ox

=arecta AO intersectaarecta r noponto C

= o é aamplitude, em radianos, do angulo DOA, com « € :|%7T|:

Mostre que a area do tridngulo [ ABC], é dada fungéo de a por:

f(oz):senoz—M

Item Extra:

Determine a area maxima do triangulo [ ABC].
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8. Considere a fungao g, continua em R definida por:

axsen’(2-2x)
————— se x<1
X" —=2x+1
g(x)=4k se x=1,comakeR
\/X;_X se x>1
ef-e

*8.1. Mostre que In (a —gj =-1-3In2.

*8.2. Mostre que o eixo Ox é assimptota ao graficode g, quando x - —o e quando X — +o0.

9. Uma espécie invasora, predadora de uma espécie endémica, foi introduzida acidentalmente numa certa regiao.

Se nada for feito, os especialistas estimam que o nimero de individuos, em milhares, da espécie endémica, t anos apos
a introdugéo da invasora € dado, aproximadamente, pelo modelo:

E(t)=4e""

O modelo que estima o nimero aproximado de individuos da espécie invasora, t anos apés a sua introducdo naquela
1

regido, é dado por P(t) = >3
+38e™”

*9.1. Considere o instante em que 0 nimero de individuos da espécie invasora triplicou em relagéo ao instante da
sua introducao.

Nesse instante, quantos individuos da espécie endémica, arredondado as unidades, se estima que existam?

*9.2. Segundo estes modelos, existe um instante t; durante o primeiro século, tal que passado meio século, 0 nimero
de individuos da espécie invasora sera 60% maior do que o numero de nimero de individuos da espécie endémica.

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora determine o instante t, , sabendo que ele existe e é tnico.

Apresente o resultado em anos e meses, com os meses arredondados as unidades.
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Na sua resposta deve:
= gquacionar o problema;

= reproduzir o(s) grafico(s) que considerar necesséario(s) para a resolugdo do problema bem como a(s)
coordenada(s) de algum (ou alguns) ponto(s) relevante(s);

= apresentar o instante pedido.

Y
. 2 . 1 ~ r r
*10. Em C, conjunto dos niimeros complexos, seja +/2e 12 a soma de trés das raizes quartas de um certo niimero

complexo z.

Entdo, z éigual a:

[A] 2V3 +2i 2\3-2i

2+ 2./3i [D] 2-23i
. . . . 4+21 .o z
11. Em C, conjunto dos numeros complexos, considere os numeros z, = T +2i"“ez,=2e?
—i

5, -1,

Determine o, com « € ]0, 7z[ , de modo que o afixo do nimero complexo = pertenca a bissetriz dos

(cosa —isena)
quadrantes impares e ao primeiro quadrante.

2
*12. Considere a fungdo f , de dominio |- 0,2, definida por f(x)=X?+ In(—x-2).

Seja r a recta tangente ao grafico de f com maior declive.

Determine a equacao reduzida da recta r .
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13. Considere a fungéo g, de dominio R \{0}, definida por g(x)= ¢

Estude a fungdo g quando & monotonia e a existéncia de extremos relativos.

Na sua resposta deve:

= indicar o(s) intervalo(s) onde a fungdo g é decrescente;
= indicar o(s) intervalo(s) onde a fungdo g é crescente;

= indicar os extremos relativos, caso existam.

14. Determine, em R\ {O} , 0 conjunto solugao da inequagéo:

1 1
2 2

2¥ <4x 12
Apresente o resultado na forma de uniéo de intervalos.
*15. Sejam f e g duas fungdes de dominio R, continuas, tais que:
- f(x)>0, VxeR
= g(0)=0
(f9)(®)= ()
*g'(x)<0ex>1
= a recta de equacdo y =1 é assimptota ao grafico de g, quando x —+o

Mostre que a equagdo ( f xg)(x)=(f -g)(x) & possivel em ]0,1[.

FIM
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As pontuagdes obtidas nas respostas
a estes doze itens da prova
contribuem obrigatoriamente para a
classificagao final.

1. 3. 4. | 61. | 6.2. | 81. | 82. | 91. | 9.2. | 10. | 12. | 1&. Subtotal

Cotagdo (em pontos) 12 | 12 | 14 | 12 | 14 | 14 | 14 | 12 | 14 | 12 | 14 | 14 158

Destes seis itens, contribuem para a
classificagdo final da prova os trés

. i 2, &, 7. 11. 13. 14. Subtotal
itens cujas respostas obtenham
melhor pontuagao.
Cotagéo (em pontos) 3x14 42
TOTAL 200
Solucionario
1. A 2. v, =2""-3;ltem extra: 16344 3. C
7 3
4 5 % 61. B 6.2. 326
33 N . e .
7.  Item Extra: X2 91. C 9.2. t ~35,11, aproximadamente, trinta e cinco anos e um més.
3r 1 15 «/5 «/E
=— =— =—4x——= -—,0| U |0,—
10. D 1. «a 0 v a 0 12. Yy > 14. [ > [ } > }

13. g é decrescente em [—%,0{ eem 0,1], é crescente em :|—oo,—%:| e em [1,+oo[ , tem maximo relativo, igual a —24e® em

X= —% , € tem minimo relativo, iguala 1 em x=1.

o [o4pE

2 2
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