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EXAME MODELO N.° 10

JULHO DE 2021

* ltens cujas respostas contribuem obrigatoriamente para a classificagao final:

11.,1.2,3., 4., 6., 8.,10.1,,10.2,, 13.1,, 13.2. e 15.

Estes itens estio assinalados no enunciado com uma caixa sombreada e um asterisco ao lado do nimero do item

* Dos restantes sete itens da prova, apenas contribuem para a classificagéo final os quatro itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéo.
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1. Considere as sucessées (u, ) e (v, ) tais que:

= a sucess&o (U, ) é uma progressdo aritmética de termos néo nulos e razéo positiva;
. . , nz

= a sucessao (v, ) ¢ definida por v, = COS(7J

*1.1. Qual das seguintes afirmacdes é falsa?

< Ve g
m a sucessao de termo geral —- é convergente.
u

n

- n ,
a sucess&o de termo geral — +v,, é convergente.
u

n

. Vo oo
a sucessao de termo geral —- ¢ limitada.
u

n

5 n e
IE a sucessao de termo geral — + v, é limitada.
u

n
*1.2. Considere agora que a soma dos trés primeiros termos de (u,) € 9 e que Ug +Uu,, =66 .
Seja (w, ) a sucesséo definida por W, =u, +V, .

Qual é a soma dos cinquenta primeiros termos de (w, ) ?

2. Considere uma certa linha n do tridngulo de Pascal tal que "C,, é o maior elemento dessa linha.

Escolhendo, simultaneamente e ao acaso, trés elementos desta linha, qual € a probabilidade de pelo menos dois terem
valor superior ao valor de ""'C, + "'C,, ?

Apresente o resultado na forma de dizima, arredondada as centésimas.
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*3. Doze amigos, entre os quais a Ana, a Bruna, o Carlos, a Diana e 0 Ezequiel vao ver um jogo de futebol.
Os doze sentam-se em lugares consecutivos de uma mesma fila com doze lugares.

De quantas maneiras se podem sentar, de modo que a Ana, a Bruna, o Carlos, a Diana e o Ezequiel fiquem em posicdes
consecutivas, mas que a Ana e a Bruna n&o fiquem lado a lado?

[A] 483840 2903040

4838400 [D] 479001600

*4., Uma caixa contém bolas encarnadas e pretas, todas numeradas. Sabe-se que:
3 x
. E das bolas sdo encarnadas;

= entre todas as bolas encarnadas, 5 em cada 12 estdo numeradas com um nimero par;

= 52,5% das bolas séo pretas e estdo numeradas com um numero par.

Retira-se, ao acaso, uma bola da caixa.
Qual é a probabilidade de essa bola ser encarnada, sabendo que esta numerada com nimero par?

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

5. Para um certo valor real de k >—1, a fungéo g, de dominio [—1, +oo[ , & continua:

x—k
xe—k—k se —1<x<k
o(x)= sen(k —x)
X se x>k

Qual é o valorde k ?

Matematica A | Exame Nacional do Ensino Secundario | Exame Modelo 10 | Julho de 2021 | 3



Jorge Penalva | José Carlos Pereira | MathSuccess

*6. Em C , conjunto dos nimeros complexos, considere a condigao:
(z +Z)2 —(z —7)2 =16

Em qual das figuras pode estar representado, no plano complexo, o conjunto de pontos definido por esta condigdo?

[4]

Alm(z) AIm(z)

Alm(z) AIm(z)

7.Em C, conjunto dos numeros complexos, considere:

_1+3i

J2e'

z,=(i-3)i¥, z, e z,=¢'“, com ae:l?)?ﬂ-,Zﬂ'l:

(23)3XZ

Determine o de modo que a imagem geométrica do nimero complexo 2 pertenca & bissectriz dos quadrantes

1

pares.
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*8. Na figura esta representado o trapézio rectangulo [ABCD] .

De C

Sabe-se que:

= E & 0 ponto médio do lado [BC]

- CD=10
Qual € o valor de AE -BD ?
[A] -48 B] -50
—52 ~54

9. Determine, em R, 0 conjunto solugéo da inequacao:
log, (x+3)>log, (6 —2x)— Iogz(\/;)

Apresente o resultado na forma de intervalo ou reunido de intervalos.
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10. Na figura esta representada em referencial 0.n. Oxyz a pirdmide [ABCD] .

ZA

Sabe-se que:
=os pontos B, C e D, pertencem, respectivamente, aos eixos Ox , Oy e Oz

= uma equagéo do plano BCD é 3x-2y+4z-12=0

- AB(-8,5,-6)
“10.1. Determine a amplitude do angulo ABC .
Apresente o resultado em graus, arredondado as unidades.

*10.2. Determine a altura da pirdmide em relagéo a face [BCD].

11.Sejam f e g asfungdes de dominio R* definidas por

x®Inx

X

= f(x)=4+ -

= g(x)=x(In(x+8)-Inx)

k
Quais s&0 os valores reais de k de modo que lim ( f (x))§+1 > lim g(x)?

X—>+00 X—>+00

Apresente o resultado na forma de intervalo de nimeros reais.
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12. Seja g uma fungéo continuaem R, sem zeros, tal que:

lim (g(x)-2x)=-2

X—>—00

Considere a fungéo f , de dominio [0,+oo[, definida por f (x)=

O grafico de f tem uma assimptota obliqua de declive l

Mostre que essa é a sua Unica assimptota e escreva a sua equagéo reduzida.

13. Considere a fungao f , de dominio [%377[} , definida por f (x)= cos(lj.
X

*13.1. A expressao f”(x)+§ f'(x) é equivalente a:

& - BES

X X

& - o

X X

*13.2. O gréfico de f tem um ponto tal que se adicionamos 1 a sua abcissa, 0 declive da recta tangente diminui
80% .

Recorrendo as capacidades graficas da sua calculadora, determine as coordenadas desse ponto.
Na sua resposta deve:

= gquacionar o problema;

= reproduzir o(s) grafico(s) que considerar necessario(s) para a resolugéo do problema;

= Assinale o ponto e a sua abcissa, arredondada as centésimas;

= apresentar as coordenadas do ponto, arredondadas as centésimas.
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14. Sejam f e g as fungdes de dominio R tais que:

= f & afim e o seu grafico intersecta 0 eixo Ox no ponto de abcissa —1 e o intersecta o eixo Oy num ponto de
ordenada positiva.

2

= g(x)=e""xf(x)

Mostre que f (0) € um minimo relativo da fungéo g .

*15. Considere a fungéo h, de dominio R* \{1}, definida por h(x)= Ii .
nx

Seja a um numero real tal que 3<a<4.

Sem utilizar a calculadora, nem mesmo em eventuais calculos numéricos, mostre que a equagdo h(x)=a tem uma

Unica solugéo no intervalo ]e, e’ [ .

Sugestao: tenha em conta que 2<e <3

FIM

As pontuagdes obtidas nas respostas
a estes onze itens da prova
contribuem obrigatoriamente para a
classificagéo final.

11. | 1.2 3. 4, 6. 8. |101. | 10.2. | 13.1. | 13.2. | 15. Subtotal

Cotagdo (em pontos) 12 14 12 14 12 12 14 14 12 14 14 144

Destes sete itens, contribuem para a
classificagdo final da prova os 4 itens

) 2, 5. 7. 9. 11. 12, 15. Subtotal
cujas respostas obtenham melhor
pontuagéo.
Cotagao (em pontos) 4x14 56
TOTAL 200
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PROPOSTA DE RESOLUCAO

1.1. Tem-se que (un) € uma progress&o aritmética de raz&o positiva, pelo que u, — +oo e portanto:

.1 1 1
lim—=—"—=—"=0
u, lim(u,) +o

n

A sucessao (v, ) é limitada, pois —1< cos(%}sl, para todo 0 n natural.

u u u

n n n n

. v, 1 A (1 - e .
A33|m, como —=—xV,_ ,vemque lim| =~ |=lim| —x vV, |= 0 (o limite do produto entre um infinitésimo, sucesséo que tende
u

para zero, e uma sucesséo limitada é zero). L0go, a sucessao de termos geral —~ é convergente o que implica que é limitada,
u

n

concluindo-se que as afirmagdes das op¢des A e C sdo verdadeiras.

. ~ . . x . n .
Logo, s6 a opgéo B pode ser a falsa, pois caso fosse verdadeira, entdo a sucesséo de termo geral — +v, seria
u

n

convergente e portanto também seria limitada, o que implicaria que todas afirmag6es eram verdadeiras.

Apesar de ja sabermos qual é a resposta correcta, vamos provar que a afirmagéo de D é verdadeira e que a de B é falsa.

. (un) é uma progressao aritmética de razdo positiva, pelo que sendo r a sua razdo, com r >0, vem que:

u,=u +(n-)r=rn-r+uy,

n

A

...n . . 1 1 - n ,
Logo, lim—=Ilim————=Ilim-*— ==, pelo que como — <R, vem que a sucessdo de termo geral — &
u rn—r+u, rA r u,

n

convergente e portanto ¢ limitada. Assim, como (v, ) € limitada e como a soma entre duas sucessdes limitadas ¢ ainda

. « n . , x ~ .
uma sucesséo limitada, vem que a sucessao de termo geral — +v, e limitada, pelo que a afirmag&o da opgéo D é
u

n

verdadeira.
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o ..n 1 x o
= Javimos que lim— ==, sendo r araz&o da progressao aritmética (un)
u, r

n

A sucesséo (vn) s6 toma trés valores distintos, —1, 0 e 1, de facto:

A =cos(%j=0; v, =c0s(7)=-1; v, =cos[3?”j=0; v, =cos(27)=1

Vs =cos(57ﬂj=0; Ve =c0s(37)=-1; v, =cos(77”j=0; Vs =cos(4r)=1

ou seja, os termos repetem-se de quatro em quatro (a sucesséo € periodica de periodo fundamental 4 ). Assim:

= reparando nos termos de ordem impar, o seu valor € sempre 0, pelo que se n € impar, tem.se que:

|im(1+\/nJ=|im1+|im(vn)=1+0=1
u u r r

n n

= reparando nos termos em que ordem é um multiplo de 4, o seu valor € sempre 1, pelo que se n € um multiplo de 4,
tem-se que:

|im(1+vnj=|im1+|im(vn)=1+1=l+1
u u r r

n n

11 2 n x - x
Logo, como — = —+1, vem que a sucessdo de termos geral — +V, ndo tem limite e portanto n&o é convergente
ror u

concluindo-se que a afirmagéo da opgao B é falsa.
Resposta: B

1.2. Seja r arazao da progresséo aritmética (u,)

Tem-se que:

U +U,+U; =9 & U +U +r+U+2r=9<3U, +3r=9<u +r=3<u=3-r
Ug=U; +2r1 +3
Uy =l +r

"Ug+U, =66 < U +4r+u, +13r=66<2u,+17r =66 < 2(3-r)+17r=66< 6-2r +17r =66 <

Ug =U; +4r U =3-r
Uy, =Uy +13r

<:>15r:60<:>r:%cw:4:u1:3—4:—1
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Assim, u, =u, +(n—-1)r=—1+(n-1)x4=-1+4n—4=4n-5, pelo que a soma dos cinquenta primeiros termos

u1+2u50 <50 — _1+4;50_5><50:97><50:4850-

de (u,) éiguala u, +u, +...+Ug =

= sabemos que os termos da sucessao (vn) se repetem de quatro em quatro: v, =0, v,=-1, v;=0 e v, =1,

repetindo-se este padrdo. Assim, como v, +V, + Vv, +Vv, =0-1+0+1=0, vem que:
Vy+V, VgV, =V 4+ VgV 4V =V + Vi + Vg + Vi =...=Vyg + Vg +V, +V,g =0

Mas:

497 487 & T V3
* V,y =C0S| —— |=C0S| —— +— |=cos| 247x+— |=cos| — |=0
2 2 2 2 2

" Vgy = cos(soTﬂj =cos(257)=cos(r)=-1

Pelo que a soma dos cinquenta primeiros termos da sucesséo (vn) éigual a:

V,+V, +V +V, Vo + Vg +V, Vg + Vg + Vg +V VeV + Vg +V,, + Ve +V, g +V =0+0-1=-1

0 0 0 0

= A soma dos cinquenta primeiros termos da sucess&o (w, ), definida por w, =u, +v, é igual a:

W, 4.+ Wy =Up +Uy .o+ Uy +V, +V, +. + Vg = 4850 -1= 4849

4850 -1

2. Se "C,, é o maior elemento da linha n, entdo é o elemento central dessa linha, pelo que antes dele estéo vinte

elementos, do "C, ao "C,,, e apos estédo outros vinte, do "C,, ao "C,,:

nC0 nCl nCZ nClQ ”%20 nCZl nCSB nC39 nC:4O

20 elementos maior 20 elementos
elemento

Portanto, a linha n é alinha 40 que tem 41 elementos, pelo que o nimero de casos possiveis ¢ “C, .

Assim, como n =40, vem que "'C, + "'C,, = ¥*C, + *C,, = “°C,, , pelo que o outro elemento da linha 40 com o

mesmo valor do que “C,, é “C,, ,, = “Cs,:

40 40, 40, 40, 40 40, 40, 40, 40,
CO C1 ClO Cll e CZO e C29 CSO C39 C40
11 elementos com valor 19 elementos com valor superior a 40(;10 11 elementos com valor
inferior ou igual a “°Cy, inferior ou igual a “°C,,
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Portanto, para determinarmos o niimero de casos favoraveis escolhem-se dois elementos entre os 19 com valor superior
a “C,, (representados a encarnado) e um elemento entre os 22 com valor inferior ou igual a *’C,, (representados a

azul), o nimero de maneiras de o fazer é 19C2 x 22Cl , ou escolhem-se trés elementos entre os 19 com valor superior a

“C,, , 0 nimero de maneiras de o fazer ¢ °C,.

19C2 % 22C1 + 19C

41C

Assim, o numero de casos favoraveis é °C, x **C, + *°C, e a probabilidade pedida é $~0,44.

3

3. Vamos comegar por agrupar a Ana, a Bruna, o Carlos, a Diana e o Ezequiel num bloco:

8!

Assim, o bloco e os restantes sete amigos permutam entre si de 8! maneiras distintas (o bloco e os sete amigos é
equivalente a termos oito amigos a permutarem entre si, 0 bloco conta como uma pessoa). Falta de quantas maneiras
podemos distribuir Ana, a Bruna, o Carlos, a Diana e o Ezequiel dentro do bloco.

A Ana e a Bruna néo podem ficar lado a lado, pelo que t€m de ocupar posigdes entre os restantes trés ou nas pontas,
isto €, podem ocupar duas de quatro posigdes: as duas entre os restantes trés mais as duas nas pontas. Essas
possibilidades estao indicadas pelas setas na figura seguinte:

(e, O © O o—0

Logo, das quatro posicbes que a Ana e a Bruna podem ocupar escolnem-se duas, o nimero de maneiras de o fazer é
‘C, . Para cada uma destas maneiras a Ana e a Bruna permutam de 2! maneiras nas duas posicdes escolhidas e 0s
restantes trés amigos permutam de 3! nas suas posi¢des. Portanto, dentro do bloco, os cinco amigos podem sentar-se
de “C, x 2! x 3! maneiras distintas.

= Nas condigbes do enunciado, os cinco amigos podem sentar-se de “C, x 2! x 3! x8!= 2903040 maneiras distintas.

Resposta: B
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4. Sejam A e B os acontecimentos:
A «a bola retirada é encarnada»
B : «a bola retirada estd numerada com um numero par»

Do enunciado, tem-se:

- 30% das bolas séo encarnadas, ou seja, P(A)= % PN P(K) =0,7

= entre todas as bolas encarnadas, 5 em cada 12 estdo numeradas com nimeros pares, isto &, P(B|A) = % .

Portanto, P(B|A):£<:>m:£ = P(AmB)zixo,s@P(AmB)z1
12 P(A)  12r(A70s 12 8

= 52,5% das bolas s&o pretas e estdo numeradas com um nimero par, ou seja, P(K N B) =0,525

Portanto, P(ANB)=0,525 <> P(B)—1=£<:> P(B)=—=+>=<P(B)
—_— 0525:& 8 40 4
P(B)-P(AnB) 40

_B
20

P(AMB):%

A probabilidade de a bola retirada ser encarnada, sabendo que esta numerada com nimero par é dada por P(A|B) .

1
P(ANB q
Portanto, a probabilidade pedida & P(A|B) = % = % = 8223 = /{; 513 = % _
49 X X A x

20

5. Afungdo g é continua em [—1,+oo[ , pelo que é continua em x =k e portanto Iirpg(x): lim g(x)=g(k).

x—k*

Assim:

= lim g(x)= lim x=k

x—k* x—k*

= g(k)=k
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- - y
3) i T im (Y TK)E -k
: oxe ok o) T T  — n
" ||mg(x)=||mT: lim ka :x—>k ka _ y—> y _
! ! - ] - “ = .
o cisen(k—x) oisen(k-x) L sen(kox) oo e sen(-y)
X_k x—k™ X—k x—k™=y—>0" Y0 y
y y_ . e  k(e!-1
lim Y& K& =K jim )/)/ + lim ( )
y—>0" y—0" y—0~ y Y1
y)- sg’n - =—e’ —kx lim = —kxl=-1-k
sen(—y)=-sen . _ I
A(fyggéo senoy — ||m 7y 1 y—0 y
o - y Limite notavel

Limite notavel
1
Logo, —1—k=k<:>—1=2k<:>k=—5.
6.Seja z=x+yi,com x,yeR

2

Tem-se que (z+2)° —(z-2)’ =16c>(x+y(+x—)/f) —(x+ yi—(x—yi))2 =16 <

& (2x)° —()(’+ yi— X + yi)2 =16 < 4x> —(2yi)’ =16
S Ax°—4y%i* =16 < 4x* +4y* =16 © X*+y* =4
i2=—1 +

Logo, a condigao (z+Z)” —(z—-Z)” =16 define uma circunferéncia de raio ~/4 =2 centrada na origem.

Resposta: B

3
, : Z,) x2 L ,
7. O afixo do nimero complexo (3)—2 pertence a bissectriz dos quadrantes pares se 0s seus argumentos forem da
Zl

forma —%+k7r, keZ.
Tem-se que z, =(i—3)i* =(i—3)i® xi=(i-3)x1xi=i" -3 =—1-3i =—(1+3i)
Logo:

=(23)3><£x Z, =€

io)® 1
T X X = = = =
2 A v =R s R
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Portanto:
5z T T 5rx T+kr
3a——=—"—+kr, keZ =3a=——+—+kr,keZ<3a=r+kr, keZ > a= keZ
4 4 4 4
Assim:
ck=0sa=Ze%g |3 op ckeloa=2E ¢ 2y |37 9p
3 3 2 2
'k=2—>0£=7[672’€:|—7[,272'|: -k—3—>a:—e4—ﬁe}3—ﬁ,27{
= k=4 a:5_7reS_7ze 3—”,271' s k=b—oa=27 e 2r¢ 3—”,27r
3 2 2
S5x
. o= —
3

8. Representando um trapézio num referencial 0.n. xOy, em que A coincide com a origem do referencial, B pertence
aoeixo Ox e D aoeixo Oy, tem-se:

YA

<Y

Logo, A(0,0), B(8,0), C(10,6), D(0,6) e as coordenadas do ponto E , ponto médio de [BC], séo:

E(8+210’0_26j ou seja, E(9,3)

Portanto, AE = E -~ A=(9,3)—-(0,0)=(9,3) e BD=D-B=(0,6)—(8,0)=(-8,6), pelo que:

AE-BD=(9,3)-(~8,6)=-72+18=-54

Resposta: D
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9. Tem-se que:

D={xeR:x+3>0 A 6-2x>0 A x>0}={xeR:x>-2 A X<3 A x>0}=]0,3[
Neste dominio, tem-se:

1

Iog4(x+3)2Iog4(6—2x)—logz(\/§)<:>Iog4(x+3)2Iog4(6—2x)—logz(x2)<:>

1
alog4(x+3)2Iog4(6—2x)—EIogz X

log, x

ﬁ|°g4(x+3)2|°g4(6_2X)‘/gXM

2:|09722, 1 :1 <§>|og4(x+3)2|0g4(6—2X)—|Og4X

i) lo =
) log, log,4 log,2*> 2

< log, (x+3)+log, x> log, (6 — 2x)
< log, (x(x+3))>log, (6 -2x)

< X(x+3)=6-2x A xeD

S X +3x—6+2x>0 A xeD

< X2 +5x—6>0 A xeD

—5+,/5° —4><1><(—6)

Calculo auxiliar: x* +5x-6=0< x = ol oS Xx=-6 v x=1
X

O gréfico da fungdo y = x* +5x —6 & uma parabola com a concavidade voltada para cima:

y=x*+5x-6
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Logo, x> +5x—6>0<>x<—6 v x>1, pelo que o conjunto solugéo da inequagdo dada é:
(-0, —6]U[L+[)n]0,3[ =[1L3]
10.

10.1. A amplitude do dngulo ABC ¢ igual & amplitude do angulo entre os vectores BA e BC.
Tem-se que:

- BA=-AB=(8,-5,6)

= o ponto B pertence ao eixo Ox , pelo que as suas coordenadas sdo da forma B (xB ,0, O) .Como o ponto B pertence

ao plano BCD, vem que:

3%, —2x0+4x0-12=0 3x, =12 & X, =4=>B(4,0,0)

=oponto C pertence ao eixo Oy, pelo que as suas coordenadas sdo da forma C (O, Ye ,0) .Como o ponto C pertence

ao plano BCD, vem que:

3x0-2y. +4x0-12=0< -2y, =12< y. =-6=C(0,-6,0)
Portanto, BC =C — B =(0,-6,0)—(4,0,0)=(~4,-6,0).
Assim:

_ETA.ETC_ _ (8,~5,6)-(—4,—6,0)
[BAI{[BC] o+ (-5) + &% xyl(-4) + (-6)" +0°

cos(AéC) = cos(@fﬁ) =

-32+30+0 -7 1

T 125xV52  5y5xZ13  5J5x13

~ ABC =cosl(— L jz91°

5./65
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10.2. Seja t arecta perpendicular ao plano BCD, que contém a face [BCD] , que passa no ponto A.

Consideremos a seguinte figura (figura ilustrativa):

f(3,-2,4)

A

f(3,-2,4)

BCD:3x—-2y+4z-12=0

Arecta t intersecta o plano BCD num ponto E , tal que AE ¢ a medida da altura da piramide em relagéo a face
[BCD].

Assim, como arecta t é perpendicular ao plano BCD , um vector directordarecta t é (3,—2, 4) . As coordenadas do

ponto A s&o dadas por A=B+BA=B - AB=(4,0,0)—(-8,5-6)=(12,-5,6).
Portanto, t:(x,y,z)=(12,-5,6)+k(3,-2,4), k € R, pelo que um ponto genérico da recta t é:
(12+3k,~5-2k,6+4k), ke R
Substituindo na equagao do plano BCD, vem:
3(12+3k)—2(-5-2k)+4(6+4k)-12=0<>36+9k +10+ 4k + 24 +16k —12=0 <

<29k +58=0<=29%k=-58<=k=-2
Entdo as coordenadas do ponto E sdo E(12+3><(—2),—5—2x(—2),6+4x(—2)),ou seja, E(6,-1,-2).

~ Amedida da altura da piramide em relagéo & face [BCD] é:

AE :\/(12—6)2 +(=5+1)" +(6+2)" =+/36+16+64 =116 = 2/29
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11. Tem-se que:

- i (£ (%)) ~(Jim f(x))g+l

X—>+00 X—>+0

Assim, como:
Limite notavel
/_/%
[9] X Inx lim In x
3 3 —
. , x“Inx |\ . X’Inx . A w 0
lim f(x)= lim | 4+ = 4+ lim =4+ lim X —=44+22 X 44 = —440=4
X—>+00 X—>+00 e* x>+ @ x>+ @% i x + 00
— lim =
X X—+0 ¥

—
Limite notavel

X—>+00 X—>+0

vem que lim ( f (x))g+l =( lim f (x))3+1 —43"

= lim g(x)= X'L‘Pw(X(ln(HS)— Inx))= XIlrno(xln (§+%B = xI_i)rpmln(lJr §jx =

X

8 X
= In| lim (1+—j =|n(e8):8
y=Inx é continua X—>+00 X
—

Limite notavel

X—>+00 X—>+m

Outra maneira: lim g(x): lim (xln(1+§j]
X

Fazendo y=|n[l+§j©ey:1+§©ey—l=§c> - o X= 8 .Se X —+, entdo y:ln(1+8j—>ln[1+8]=0.
X X

X
X X 8 e -1 e’ -1 +o0

Assim, lim g(x)= lim | xIn 14+ 3] = tim[ -8 xy |=8xlim—Y— =8x L _gxlos
X—+w X+ X y-ol g¥ —1 y-0g¥ -1 e’ -1 1

[T —
y—0 y
Limite notavel
e 2K
Portanto, fim (f(x))*" > lim g(x) 4" >8&(2°) >2° =27 >7 e 42>30

<:3>2k+6>9<:>2k>3<:>k>g

ke:|§,+oo{
2
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12. Tem-se que:

= afuncdo f é continua em [O,+oo[ por ser o quociente e a composi¢éo entre fungdes continuas no seu dominio
(fungdes polinomiais e a fungdo g , continua por hipdtese e sem zeros, o que implica que que y =g (—x) também nao

tem zeros).

Logo, o grafico de f n&o tem assimptotas verticais.

= lim (g(x)-2x)=-2

X—>—00

Entdo, a recta de equagdo y =2x—2 é assimptota obliqua do grafico de g, quando x — —oo, pelo que:

lim MzZ e lim g(x)= lim (2x-2)=-

X—>-o X X—>—00 X—>—00

Como gréfico de f tem uma assimptota obliqua de declive % vem que a ordenada na origem é dada por:

2 ()2 2
|im(f(x)—1x]=|im T ) A H G (R +¥]:
o 2°) oelg(=x) 20 ) e el g(y) 2) oelg(y) 9(y) 2

2 942
im L im Y Y] L iy 2 Y00)
og(y) o gly) 2) limg(y) o 2g(y)

=+ ylimmy(g;)&; Y):0+%xylirpw$xylirpw(g(y)—Zy)
1 1 1 1 1
ZEX "mg(y)x( 2)_2XEX( Z):_E
ooy

Logo, a recta de equagdo y = % X —% € a Unica assimptota do gréfico de f .
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13.

13.1. Tem-se que:

» ()

Logo:

Jo-( (3o (3)
—|=—| - [sen| — |=—=sen| —
X ) X X) X X ,
[1] Uxx—1xX' 1
-] = 2 =72
X X X
(2= (2)
sen| — |+—|sen| = || = .
X/) X X ’1'xx2—1x(x2)
ii)(zj ST
X (x*)
cos| =
) (xj _2X_ 2
N
Jeoo 5 == (5 o)
— |cos| = | =——sen| = [-—-cos| —
X X X X) X X
o[ 2on( ) -2 A ad
——C0S| = |[+=x—sen| = = —— — | ——cos| — |+ —sen[ — | =
X X) X X X X X X X
f(x)
/_/%
coS 1)
_ x)_ (¥
g x4 - x4

Resposta: C

13.2. Seja P, de coordenadas (X, f (X, )), 0 ponto pedido.

Neste ponto o declive da recta tangente ao grafico de f é dado por f ’(xo) . Quando adicionamos 1 a abcissa deste

ponto obtemos um novo ponto Q , de coordenadas (x0 +1, f (xo +1)) . Neste novo ponto, o declive da recta tangente

¢ dado por f ’(xo +1) e que diminuiu 80% em relagdo ao declive da recta tangente ao graficode f noponto P, isto

é, emrelagdo a f'(x,). Por outras palavras, f'(x,+1) éiguala f'(x,) menos 80% de f'(x,), que pode ser

traduzido por:

(% +1)=1'(%)-08f'(x) < f'(x +1)=0,2f"(x,)

Portanto, pretende-se determinar x e [%377[} tal que f ’(x +1) =0,2f (x) .

Matematica A | Exame Nacional do Ensino Secundario | Exame Modelo 10 | Julho de 2021 | 21



Jorge Penalva | José Carlos Pereira | MathSuccess

Utilizando o editor de fungdes da calculadora, define-se y, = f'(x+1) e y, =0,2f’(x), no intervalo [%3—”} :

YA

(1,34;0,08)

Entdo, f'(x+1)=0,2f"(x)<> x=Xx,, pelo que as coordenadas do ponto P s&0 (X,, f (X, )),emque x, ~1,34 ¢

1 1
f =cos| — |~cos| — [=0,73.
(XO) [XOJ [1734}

14. Afuncdo f ¢ afim, pelo que a sua expressao é da forma f (x) =mx+b, com m,beR.Como o grafico de f

intersecta o eixo Ox no ponto de abcissa —1 e 0 eixo Oy num ponto de ordenada positiva, vem que f & crescente,
pelo que m >0, como se ilustra na figura seguinte:

YA

/

Mas f(-1)=0,peloque f(-1)=0<-m+b=0<b=m eportanto f(x)=mx+m,com m>0.

x>
[72]
@
3
o
—_~
>
~—
Il
@D
XN
|
x
X
—
—_~
x
~—~—
Il

" 7 x(mx+m)=me* *(x+1)
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Portanto:

! !

= 9'(x) (mexz‘x(x+1)) =m(exz‘x(x+1)):m((exz‘x) (x+1)+exz‘x(x+1)'J=

= m((x2 - x)' e (x+1)+e xl] - m((zx_l)exzfX (X+1)+ex2—x)

= m(exz‘X ((2x—1)(x+1)+1)) = mexz‘X(ZX2 +2x—-x-% +;f) =me* (2x2 + x)

. g'(x)=0<:>mexz’x(2x2+x):0<:> meX*=0 v 2 +x=0<x(2x+1)=0<

%/—/
Eq. Impossivel em R
1
< x=0 v 2x+1=0<x=0 v X:_E

Elaborando um quadro de sinal de g’ e relacionando com a monotonia de g , vem:

X —® —% 0 T
me* + + + + +
2x% + X + 0 — 0 +
a'(x) + 0 - 0 +

9 ya Max. N min. ya

Logo, a fungéo g tem minimo relativoem x=0 que é g(0)= e¥ O f (0)=e"x f(0)=1x f (0)=f(0).
~ f(0) é minimo relativo da fungéo g .

15. Afuncdo h é continuaem R, por ser o quociente entre fungdes continuas no seu dominio (fungdes polinomiais e

logaritmicas), pelo que h é continua em [e,e“] cR™.

Tem-se que:
e e
lh —_—— =
(e) Ine 1 ¢

Como e<3 e 3<a,vemque e<a, peloque h(e)<a.
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4 4 4
e e .
Como e > 2, vem que e>2<:>e4>24<:>Z>I<:>Z>4.A33|m,como 4> a, tem-se que:

e4
Z>a<:>h(e4)>a

Portanto, h(e)<a< h(e“), pelo que, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe pelo menos um c e ]e,e“[ tal que

h(c)=a, ouseja, a equagio h(x)=a & possivel em ]e,e*[ .

Falta verificar que a solugéo da equagéo que ja garantimos existir € Unica. Para tal vamos usar a derivada de h e mostrar

que é positiva no intervalo ]e, e’ [ . Assim:

1
o IxInx— X x =
(x) = x ) XInx-x(Inx) X X Inx-1
In x In® x In? x In? x
X Ly Inx-1
Entdo, h'(x)>0< —5—>0 o Inx-1>0<Inx>1 < Inx>lhe< x>e.
In® x In? x>0, VxeR*\{0} 1=Ine

Logo, h’(x) >0 paratodoo x>e, pelo que afungdo h é crescente em [e, +oo[ o0 que implica que h é crescente em

]e, e’ [ concluindo-se entdo que a equagdo dada tem uma unica solugéo neste intervalo.

FIM
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